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俄 主 本 抒写 


著名 的 波兰 数学 家 和 渤 辑 过 塔 尔 斯 基 的 这 本 书 ， 是 数理 玩 辑 
: 和 演 释 科学 方法 前 的 通俗 引 论 ， 它 值得 受到 苏联 散 者 的 注意 。 它 
在 1936 年 以 波兰 文 出 版 ,1937 年 器 成 德 文 , 由 德国 著名 的 斯 普 林 
格 书 局 在 外 也 某 而 不 在 德国 出 版 。 尽 管 如 此 ， 这 并 没有 帮 书 局 的 
忙 ,书局 没有 来 得 及 在 1938 年 德国 并 吞 奥 国 以 前 把 书 僵 部 推 钠 出 
去 ， 因 此 有 一 部 分 始 灯 被 搁 在 书店 的 仓库 里 …… 这 是 由 于 种 族 歧 
视 的 儿 故 。1941 年 书 的 校订 和 补充 版 本 在 纽 狗 用 英 芭 出 版 , 俄 文 
翻 静 是 根据 这 个 版 本 完成 的 。 . 

.这 本 书 原来 称 为 《数理 晃 枪 和 数学 方法 论 导 芥 》。 这 个 名 称 与 
内 容 更 相符 合 , 因为 这 本 书 是 一 门 科学 的 导论 ,这 门 科学 的 主要 烙 
果 多 站 是 数学 专家 在 二 十 世 筷 近 几 十 年 获得 的 。 尽 管 数理 玩 辑 的 
工具 以 及 数理 滔 辑 中 所 使 用 的 符号 “ 刻 言 " 具有 很 专门 的 性 质 , 作 
者 成 功 地 引导 读者 到 这 里 所 考虑 的 疝 题 的 倾 域 中 去 ， 几 平 没有 用 
任何 的 专 四 符号 ;而 使 用 通俗 易 解 的 咱 车 。 书 中 所 涉及 的 风 题 的 范 
图 很 广 ， 车 者 在 这 里 会 找到 关于 命题 还 辑 问题 的 浴 ， 关 于 集合 ， 
(类 )、 性 质 、 关 系 、 画 数 、 运 算 、 同 一 与 相 办 等 概念 还 辑 方面 的 时 论 ， 
关于 形成 概念 的 原则 (包括 所 铀 的 抽象 原则 ) 和 定义 概念 的 方法 的 
诗 花 ， 以 及 关于 形成 命题 和 从 一 些 命题 推出 一 些 命题 的 方法 的 讨 
- 哆 , 等 等 。 书 中 有 专门 的 章节 用 来 尘 花 演 烃 理 脸 构造 的 原 划 , 这 就 
是 所 疆 的 公理 学 三 法 ， 和 与 之 相 联系 的 无 矛盾 性 和 完全 性 问题 。 
一 些 最 一 般 的 数学 理 共 的 构造 是 在 表示 现代 数学 转 点 的 方法 和 概 
念 (例如 , 从 集合 认 或 阿 上 内 尔 群 花 借用 来 的 方法 和 概念 ) 的 基础 上 





vi 俄 狂 本 序 写 
作出 的 ; 自然 ,所 有 陈述 出 来 的 原 旭 都 可 以 应 用 到 这 些 最 一 般 的 数 
学 理 枉 的 构造 上 去 。 

作者 在 书 的 序 首 由 说 明了 自己 对 于 数理 表 辑 与 注入 科 学 方法 
险 的 意义 和 本 质 的 一 般 观点 。 为 了 批 制 地 计 论 他 所 提出 来 的 原 
理 ， 首 先 那 怕 是 粗 洲 地 说 明 一 下 我 们 对 于 书 中 所 讨论 的 琴 题 的 其 
实意 义 的 见解 ,在 我 看 来 是 适宜 的 。 我 们 简单 地 讲 两 点 。 

1 与 形而上学 相反 ,唯物 辩证 法 数 导 闹 ， 其 理 总 是 具体 的 , 也 
就 是 陪 ,在 此 时 此 地 和 一 定 条 件 下 其 的 东西 ,在 另 一 地 点 、 吻 一 时 
并 或 者 在 另 一 些 条 件 下 可 能 不 里 。 因 此 ， 对 于 所 有 用 一 般 形 式 提 
出 来 的 于 题 , 不 能 答 出 “断然 的 " 回答 , 是 或 否 。 斯 大 林 在 1904 年 
写 道 :“ 伯 恩施 坦 的 信徒 们 也 全 要 求 马 克 思 主义 者 同样 断然 地 回答 
下 面 这 个 问题 , 合作 社 ( 即 消费 生产 互助 诗 ) 对 于 无 产 阶 般 有 人 答 还 
是 有 省? 马克 思 主 义 考 当然 不 难 证 明 ， 这 样 提出 开题 是 豪 无 意义 
的 。 他 个 很 简明 地 解释 了 , 一 切 都 以 时 间 、 地 点 为 转移 ,一 一 在 无 
产 阶 极 的 阶 般 觉 司 已 提高 到 应 有 程度 的 地 方 ， 在 无 产 者 已 团 糙 记 
一 个 强 固 的 政党 的 地 方 , 如 果 合 作 社 是 由 党 着 手 建立 和 贪 导 的 , 那 
它 对 无 产 阶 般 就 会 有 很 大 的 签 处 ;而 在 没有 具备 这 些 条 件 的 地 方 ， 
合作 社 对 于 无 产 阶 极 就 会 是 有 绍 的 ， 因 为 合作 社 能 使 工人 产生 小 
商人 的 倾向 和 和 行 会 的 开关 自 字 的 心理 ， 从 而 损害 工人 的 阶 般 觉 
悟 ,”@ 

我 们 知道 , 从 形式 水 辑 的 规律 ， 例如 入 盾 律 和 排 中 笠 ， 得 出 “ 断 
然 的 ”回答 ,“ 是 "或 “ 否 ”, 是 永远 可 能 的 , 查 是 形式 汲 辑 的 规律 却 不 
能 机 械 地 应 用 到 所 有 的 命题 上 去 ， 像 形而上学 者 在 这 点 上 所 想 的 
都 样 。 


中 《社会 民主 党 怎 举 理 解 民族 癌 题 ?》， 《斯 大 林 至 集 》 第 1 爸 ， 人 员 出 有 入 1953 
年 版 ,第 42 一 43 页 。 
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研究 者 的 技巧 相当 大 的 程度 上 在 于 ， 估 计 到 环境 、 地 点 和 时 
闻 这 些 具体 条 件 ， 这 样 来 提出 剖 题 ， 以 便 形 式 还 辑 的 规律 适用 于 
它们 ， 以 便 对 于 并 题 的 回答 能 说 明 所 研究 对 象 的 一 些 最 本 质 的 方 
面 .@ 难怪 人 们 说 ， 间 题 的 正确 提 法 有 时 并 不 比 问题 的 解决 价值 
少 。 饶 然 数学 所 处 理 的 是 比较 普通 的 对 象 和 关系 ， 在 这 里 获 致 精 
确 的 提 法 也 就 比较 容易 。 然 而 ， 为 了 这 个 目的 就 不 仅 要 拟定 专 站 
的 术语 , 而 且 要 制作 出 一 些 科学 的 、“ 形 式 化 "的 特殊 方法 , 这 些 方 
法 是 数学 所 特有 的 , 因为 在 数学 中 我 们 所 处 理 的 是 字母 演算 。 

其 实 , 这 种 方法 是 自发 地 创造 出 来 的 , 从 古代 开始 , 在 像 欧 见 
里 德 或 者 阿 基 米 德 这 些 数 学 家 的 著作 中 就 已 勾 有 了 。 由 于 洛 巴 加 
夫 斯 基 的 俯 大 上 发现 及 现代 集合 肪 数学 的 建立 ， 产 生 了 一 有 系列 的 间 
” 题 。 这 一 系列 的 商 题 使 得 数学 家 把 原来 属于 时 粗 和 数学 方法 花 领 
域 的 数学 证 明 陀 的 问题 作为 专门 研究 的 对 象 。 在 现代 ， 数 理 导 各 
以 及 和 它 直 接 联系 的 省 烃 科 学 方法 琴 是 一 门 相当 发 达 的 科学 ， 有 
它 特有 的 间 题 范围; 有 科学 研究 的 专门 工具 ;以 及 一 采 列 最 后 确立 
的 有 意义 的 重要 糙 果 ， 这 些 业 果 既是 借助 于 分 析 现 有 演 粹 理 座 所 
获得 的 ,同时 也 预告 着 这 些 演 粹 理 草 的 发 展 , 因为 它们 属于 一 定 种 
类 的 任何 可 能 的 注释 理 菜 。 证 然 这 里 首先 考虑 的 正 是 一 些 数学 学 
科 , 并 且 所 庶 的 那些 灶 果 基本 上 是 用 数学 方法 得 到 的 ; 那么 系 纹 地 
充分 地 毅 明 它们 必须 以 专门 的 数学 修养 为 前 所。 可 是 作者 还 是 成 
功 地 说 明了 十 分 广泛 范围 内 的 间 题 ， 而 没有 假定 项 者 有 超出 中 等 
学 校 数 学 课程 大 移 的 训练 。 还 因为 ,例如 说 ,相应 于 所 计 艾 的 内 容 ， 


Q@ 同时 应 蔷 注 意 , 当 情况 变化 时 ， 也 必须 相应 地 改变 隔 题 的 提 凌 , 因此 ， 只 有 彻 
底 准 证 " 移 主义 地 及 明 对 象 ( 即 通 辑 的 和 历史 的 处 于 统一 之 中 。 而 滤 辑 的 包括 历史 的 ) ， 
地 是 正确 的 , (前面 所 举 的 例子 性 导 我 们 ， 恰恰 是 当 亲 种 条 件 变 化 时 ,到 式 也 应 臣下 
” 变 一 这 个 例子 特别 表明 了 这 一 点 ,) 
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“形式 化 ”方法 的 选择 和 陈 壕 的 精确 性 两 题 , @ 具有 一 般 的 科学 意 
义 , 所 以 对 于 不 接近 数学 的 项 者 , 塔 尔 斯 基 的 书 也 能 够 引起 兴趣 。 
2. 对 于 还 辑 威 觉 兴 趣 ， 尾 别 是 对 于 其 中 的 现代 数理 还 辑 部 分 
. 感觉 兴趣 的 车 者 , 在 书 中 会 找到 一 些 内 肉 , 使 他 能 够 对 于 数理 玩 辑 
的 内 容 和 方法 形成 清晰 的 概念 ， 工 旦 使 他 能 够 关 明 数理 渤 辑 的 基 
本 竺 点。 这 使 他 可 能 东 戎 地 批 利 地 对 待 资产 阶 狼 哲学 迪 的 企图 ， 
他 们 想 利用 这 个 什 域 中 科学 的 进展 向 唯物 主义 进行 斗 午 ， 和 宣传 
”露骨 的 或 混乱 的 折衷 主义 和 了 唯心 主义 的 哲学 立场 〈 其 中 包括 本 书 
” 作者 本 人 在 内 ) 。 在 这 方面 我 们 只 想 提 请 贰 者 注意 作者 所 数 练 应 
用 的 数理 还 辑 的 特点 ( 它 与 一 切 宇 母 演算 共有 的 特点 ), 以 及 他 一 
再 强 亩 的 ,数理 肖 辑 与 数学 的 客 切 联系 。 ] 
字母 演算 之 引 人 [为 锥 他 (F. Vieta, 1540 一 1603) 和 入 卡 儿 
(Descartes, 1596 一 1650) 在 17 世 亿 前 定期 所 引信] 到 数学 中 , 在 
这 四 科学 的 发 展 中 起 革命 性 的 作用 。 轧 格 斯 说 , “第 卡 儿 的 变数 是 


@ 沪 求 “ 形式 化 的 科学 的 严格 性 、 精 确 性 和 确定 性 、 候 正 反映 事物 的 本 质 ， 根据 
质 理 的 具体 性 原理 的 构造, 自然， 应 闭 把 这 一 切 区 别 于 烦 瑜 哲学 的 玩 乔 “严格 性 "和 相 
应 地 “创作 ”形形色色 的 专门 术 话 的 诡计 与 毫 无 内 容 的 空洞 “形式 "。 我 们 看 到 ， 涯 正 科 
“学 的 “形式 化 "本 身 可 能 是 新 的 , 对 于 科学 发 展 很 本 质 的 问题 提 洗 的 源泉 。 例 如 , 对 于 数 
学 中 媚 炉 曲 材 概 念 来 懂 ， 就 是 如 此 。 很 长 一 个 时 期 它 好 像 是 立即 明显 的 ， 而 不 需要 及 
明 。 在 18 世纪 未 与 数学 物理 问题 相 联 系 产生 一 场 "关于 声 弦 " 的 热烈 等 某 ， 在 这 场 第 
葵 中 ,有 像 欧 拉 (L. Euler，1707 一 1783)、 达 兰 具 尔 (d:Alembert， 1717 一 17838)、 上 只 络 
又 (Bernoulli， 1700 一 1782) 和 拉 格 朗 日 (CJ. L. Lagrange, 1736 一 1813) 这 样 一 些 卓 越 
的 数学 家 参加 , 这 使 得 数学 家 位 相信， 事情 不 是 像 四 起 来 那样 简单 。 在 19 世纪 3 和 天 的 
束 横 性 概念 的 精确 陈述 头 一 次 使 得 裔 够 严格 的 证 明 一 采 列 的 命题 ， 以 前 数学 家 实际 上 
在 大 量 的 情形 中 利用 这 些 命题 而 没有 意识 到 韦 祥 性 概念 。 然 而 不 久 发 现 ， 通 粮 性 定义 
的 这 种 陈述 意外 屯 漠 足 象 塌 满 整个 正方 形 所 有 点 的 上 且 安 庄 曲 宰 ， 或 冲积 而 无 处 可 微分 
的 波 查 诺 , 改 尔 施 特 拉 斯 丽 数 ,这 种 画 数 对 应 于 在 每 一 个 点 上 没有 方向 的 曲 粮 。 这 些 发 
、 现 对 于 科学 的 进一步 发 展 具 有 和 本 的 意义 。 一 方面 这样 被 发 现 的 曲 粮 是 具有 涤 刻 的 
现实 意义 的 。 另 一 方面 , 连 术 性 郊 念 进一步 区 分 的 问题 提出 来 了 (而 且 已 经 解决 ), 这 
种 区 分 使 得 能 够 更 好 地 彭 现 原来 考虑 的 , 然而 还 不 能 精确 定义 的 形式 。 
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数学 中 的 转折 点 。” 

昌 然 在 “变数 * 和 变数 在 现代 数学 中 的 使 用 之 问 有 -个 本 质 的 
差 丑 ， 但 是 维 他 和 第 卡 儿 所 创造 的 字母 溃 算 和 作为 现代 数学 的 竺 
点 的 演算 已 处 有 了 许多 共同 的 特点 。 它 们 的 基本 特点 在 于 ， 虽 然 
在 口头 葵 壕 中 没有 人 想到 把 命题 相 “加 ”或 者 相 “ 科 ” 
题 的 从 式 ， 可 是 在 这 些 演算 中 却 已 元 可 能 根据 有 时 很 像 普通 算术 
那样 的 规则 来 进行 演算 。 例 如 ， 可 以 依 一 定 的 方式 加 等 式 或 不 等 
式 , 用 数 去 乘 它们 等 等 。 大 概 任 何 售 沟 学 过 代数 的 人 也 都 会 有 得 ， 
”用 数学 中 使 用 变数 特有 的 代入 规划 来 代 赤 从 一 般 到 特殊 的 普通 代 
换 ,例如 数 他 不 说 “因为 被 加 数 的 次 序 对 于 和 数 无 关 ， 所 以 7+5= 
5 十 7?”， 而 要 他 在 公式 4+b 一 b+a 中 把 a 一 和 ,5 一 5 代 进 去 是 多 家 
不 习惯 。 

不 用 襄 , 一 般 而 得 , 没有 公式 的 使 用 ， 一 些 数 学 推 哈 几 乎 不 能 
实现 , 公式 的 使 用 有 时 在 非 数 学 家 看 来 ,好像 是 特别 为 了 使 人 中 下 
理解 数学 著作 而 创造 的 。 其 实 ， 赂 微 热 悉数 学 公式 就 使 先 简 能 把 
-和 蕊 全 分 成 两 租 ， 

(CD 公式 





2 十 2 一 4， 
92+2=5, 
2<3, 

ZX 二 DO 一 0 十 C， 

(a+D) 。 (a—b) 一 0 一 仿 ， 

表示 其 或 假 , 而 

(2) 公式 
. 2 十 2， 

2 (CG 士 2) ， 
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2 sinT, 


! log10 83, 


表示 一 些 对 象 ( 不 同 于 芙 和 假 的 ), 在 所 给 的 情形 中 , 它 全 表示 完全 
确定 的 数 。 后 一 种 公式 的 显著 特点 表示 : 像 "4 一样 “2+ 守 也 是 
一 个 确定 的 数 的 指示 前 ,公式 二 ?+ 不仅 表示 由 

(1) 3 和 2 相 加 ， 

(2 一 砂 所 得 结果， 

(83) 把 所 得 的 除 JXW。 

除 -条 第 组 册 和 得 革 玫 的 放下 而 且 还 有 由 这 个 方法 得 到 
他 现 困 ,) 儿 这 里 ,被 才 与 数 1 相同 。 

-注意 ， 陋 畏 果 与 导致 它 的 方法 的 这 个 辩证 的 凋 _ 在 现代 
又 妾 外 广 泛 糙 短 两 利用 , 这 样 , 借助 于 指出 一 个 对 象 可 以 由 其 它 几 
个 对 票 梭 阿 团 的 方法 , 使 我 们 能 规定 这 个 对 象 (例如 , 定 积分 )。 我 
们 也 机 指出, 在 数学 中 某 些 困 难 和 这 有 关 , 这 些 困难 是 这 样 引 起 来 
的 , 好 ,事实 上 不 是 每 一 种 方法 都 得 出 千 果 ; 因此 需要 一 种 标准 ,使 
得 我 们 能 够 把 “ 收 伍 ”药方 法 和 那 种 不 能 有 意义 地 得 出 确定 烙 果 的 
方法 区 疯 开 来 。 

这 种 特点 引起 了 机 特别 研 完 还 辑 方法 的 显 望 ， 这 些 还 辑 方法 
正 是 数学 演算 的 特征 。 另 方面 ， 其 至 这 种 研究 的 最 初 尝试 应 该 是 
推动 研究 者 去 发 现下 述 情 形 ， 即 这 各 方法 不 过 是 普通 渤 辑 规律 的 
另外 一 种 形式 , 或 许 愧 辑 本 身 也 可 以 解释 成 为 某 种 演算 (至少 在 这 
里 所 说 的 数学 中 所 用 的 晃 辑 方法 是 如 此 ) , 这 是 不 奇怪 的 。 

菜 布 尼 续 (Leibniz, 1646 一 1716) 第 一 个 从 事 这 样 的 尝试 , 他 
把 锥 他 和 笛 卡 玫 的 字母 演算 的 思想 推广 到 他 所 建立 的 微 积分 学 上 
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去 ,中 也 推广 到 逻辑 上 去 。 然 而 在 肖 辑 领域 中 荣 布 尼 兹 的 思想 对 
于 这 一 科学 的 发 展 没 有 发 生 重要 的 影响 。19 世 各 一 些 数 学 家 和 还 
辑 学 家 作 了 一 和 柔 列 的 努力 来 建立 加 辑 代 数 ， 其 中 必须 首先 提 到 
德 : 糜 根 (A. De Morgan， 1806 一 1878), 布 尔 (G. Boole,1815—1864), 


皮尔 斯 《Ch.，S. Peirce，1839 一 1914)， 习 入 德 (E. Schroder, 1841 


一 1902) ,俄罗斯 学 者 路 山 数 学 家 和 愧 辑 学 家 波 列 医 基 I. C. IIo- 
penxrn，14846 一 -190%)。 但 是 只 是 在 20 性 和 刀 这 些 研 守 地 受到 其 正 
的 注意 ,这 时 与 数学 基础 的 危机 相 联 系 , 关 于 在 数学 基础 中 所 容许 
的 构造 对 象 或 者 规定 对 象 的 手 与 ， 和 命题 还 明 的 手段 的 问题 休 
锐 地 突出 出 来 了 。 

诚然 ,关于 和 数学 基础 的 危机 相 联系 的 阅 是 ， 塔 尔 斯 基 在 他 的 ,… 
书 中 几乎 没有 识 到 ;在 书 中 没有 说明 一 一 系列 数学 基础 原 有 的 重要 


和 若 果 , 例如 ， 与 形式 化 “ 尽 昔 "中 “其 理性 "概念 相关 的 千 果 或 与 演 迷 


理 葵 的 “无 矛盾 性 ”和 “ 完 双 性 ”的 各 种 定义 相关 的 糙 果 。 他 觉得 它 
们 对 于 通俗 的 叙述 过 于 困难 , 而 他 屡次 强 裔 ,他 的 书 失 是 个 引 瞪 。 

作为 引 花 , 这 本 书 实在 售 人 满 春 。 韦 的 开端 已 元 很 好 ; 一 开始 , 作 
“者 就 关 明 数学 中 的 值 和 数学 中 使 用 的 变数 方法 ， 而 且 立 即时 花 作 
为 数学 学 科 的 特点 的 两 种 类 型 的 公式 , (D) 命题 本 项 , 和 (2 指示 画 
项 。 也 应 当 指 出 这 各 情形， 就 是 作者 成 功 地 各 允 了 在 书 中 有 过 多 
的 形式 计算 , 而 把 让 虚 的 材料 放 到 练习 中 去 。 当然 最 后 这 一 点 是 
以 芒 考 能 够 做 出 所 有 附 在 每 一 章 后 面 的 练习 ， 包 括 那 些 对 于 演算 
工具 的 构造 原则 上 很 重要 的 问题 为 先决 条 件 的 。 这 些 练习 中 的 多 


WD ”上面 我 们 拨 引 的 恩格斯 的 话 完 至 说 寺 来 是 这 样 的 : “第 卡 儿 的 变数 是 数学 中 
的 转折 点 。 a 因此 绩 务 和 积分 也 就 立 刘 世 为 要 的 了 ， 


他 们 发 更 的 。 “C4 自然 洪 证 法 》， 人民 由 版 型， 1955 年 版 ,第 217 页 ) 
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数 是 适当 地 选择 和 玫 述 出 来 的 , 它们 是 这 样 简单 ,的确 使 得 营 者 能 
够 独立 地 做 嵌 来 。 

在 本 书 的 哲学 方面 ,情形 就 乓 得 多。 作者 在 -系列 的 场合 有 
着 形而上学 的 ,有 时 接近 马赫 主义 的 .混乱 的 唯心 主义 的 观点 。 所 
以 , 他 强调 在 数学 中 不 存在 “变数 ”之 类 的 对 象 , 说 它 “ 不 可 能 有 任 
何 确定 的 性 质 , 例如 它 不 是 正 数 , 也 不 是 负数 , 也 不 等 于 零 。 或 者 
说 , 工 的 性 质 是 随 着 情形 不 同 而 变化 的 ; 有 时 它 可 以 是 正 数 , 但 有 
时 又 可 以 是 负数 , 有 时 双 可 以 等 于 雾 。” 在 这 个 地 方 他 以 以 下 的 匡 
作 千 ;“ 这 样 一 种 东西 , 在 我 们 的 现实 世界 中 根本 是 找 不 车 的 。 这 
样 的 东西 如 果 存 在 于 现实 世界 ， 那 将 会 是 这 背 我 们 思想 的 根本 规 
律 的 .” (81) 结果 :客观 世界 的 规律 为 我 何 的 恩 灼 规律 所 制约 , 这 是 
露骨 的 唯心 主义 和 形而上学 的 主张 。 因 为 , 相反 ,在 现实 世界 中 一 
切 在 变化 着 和 运动 车 ;具有 某 种 性 质 的 对 象 会 失掉 这 种 性 质 ; 相 
反 ， 没 有 某 种 性 质 的 对 象 也 可 以 有 这 种 性 质 ， 必须 多 研究 具体 材 
料 , 以 俐 在 变化 中 划分 出 稳定 的 .不 变 的 东西 ,以 恒 反 映 运动 ,然后 
再 找 出 在 变化 中 的 不 变 的 规律 (规律 就 是 稳定 的 东西 ), 等 等 。“ 如 
果 不 把 不 癌 断 的 东西 割断 , 不 使 活生生 的 东西 简单 化 、 粗糙 化 , 不 
加 以 割 碎 , 不 使 之 伪 化 ,那么 我 们 就 不 能 想像 、 表 达 、 测量 、 描述 运 
动 。 思 准 著 运动 的 描述 , 总 是 粗糙 化 、 优化 的 。 不 仅 思 欠 是 这 样 ， 
而 且 威 觉 也 是 这 样 不 仅 对 运动 是 这 样 , 而 且 对 任何 概念 也 都 是 这 
样 。 

这 也 是 辩证 法 的 本 质 。 对 立 面 的 永 一 、 同一 这 个 公式 正 是 表 
现 着 这 个 本 质 ,”@ 塔 尔 斯 基 的 书 的 相当 一 部 分 内 容 事 实 上 正 是 关 
于 科学 的 概念 和 命题 的 “形式 化 ” 方法 , 其 目的 在 使 它们 服从 形式 


-图 ” 列宁:《 哲 学 笔记 》 人 民 轩 版 社 , 1957 年 ,第 263 页 。 
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明 辑 的 规律 。 昭 恋 这 本 书 有 时 答 信 一 种 印象 ， 似 平 作者 认为 演 炊 
理 洽 的 命题 本 身 , 完 双 自动 地 预先 就 服从 这 要 求 。 让 然 , 在 他 的 专 
由 姓 著 作 中 ,我 们 没有 过 到 这 种 情形 。 

塔 尔 斯 基 的 哲学 立场 华 草 不 是 十 分 确定 的 。 作 为 创造 性 地 工 
作 着 的 数学 家 , 他 有 时 自发 地 站 在 健康 的 唯物 主义 立场 上 。 例 如 ， 
他 一 一 当然 ,有 保留 地 , 并 且 也 没有 指出 姓名 一 反对 罗素 Rus- 
sel) 有 名 的 说 法 : 在 数学 这 种 科学 里 ,我 们 不 知道 我 们 在 说 什么 ,也 
不 知道 我 们 说 的 是 否 芙 实 。 他 写 道 , “我们 必须 批 御 地 看 待 这 些 币 
” 断 …-… 有 时 我 们 发 展 一 种 演 粹 理论 而 对 于 它 的 基本 鹿 项 不 赋 与 任 
何 固定 的 意义 , 这样 就 是 将 这 些 基 本 前 项 看 作 变 项 ; 在 这 种 情形 之 
下 ,我们 说 我 们 将 这 一 理论 看 作 一 种 形式 系 太 , 但 这 是 比较 少见 的 
情形 〈 即 使 考虑 到 $36 中 对 于 演 烃 理 其 的 一 般 刻 划 中 所 说 的 也 是 
如 此 )* 仅 当 对 于 这 一 理 葵 的 公理 系 纹 可 能 输 以 几 种 解释 时 这 种 情 
形 才 会 发 生 ,也 就 是 说 , 如 果 对 于 这 一 理 葵 中 的 秋 项 可 以 有 儿 种 不 
同 的 方式 赋 与 意义 ， 而 我 们 不 帮 意 特别 着 重任 何 一 种 时 ， 才 会 发 
壬 。”(838) : 

在 某 种 程度 内 关于 他 对 于 园 辑 的 态度 也 可 以 这 样 说 。 一 些 现 
代 的 玩 辑 家 从 反动 的 碍 产 阶级 耕 学 和 马赫 主义 达到 数理 还 辑 ;,D 
”作者 和 这 些 还 辑 家 不 同 , 他 不 把 还 辑 看 成 是 任意 的 “语言 ", 而 且 认 
为 玩 辑 不 应 当 发 生 在 任何 内 容 让 富 的 科学 理 哗 之 先 。 依 照 他 的 训 
法 , 他 是 用 “ 琐 辑 ”一 稻 来 “称呼 这 样 一 种 科学 的 , 这 种 科学 分 析 一 
切 科学 中 共同 的 概念 的 意义 ， 建 立 这 些 概念 所 服从 的 一 般 规 律 ” 
与 关于 还 辑 的 对 象 或 内 徐 的 问题 相 联 系 , 他 谈 到 思 准 的 规律 ,还 识 
到 在 遥 辑 中 我 们 一 般 不 处 理 任何 个 别 的 概念 〈 它 们 对 应 于 性 质 和 


中 例 如 卡尔 移 普 (R. Carnap) 就 是 这 种 人 。 


EMER Hei es 3 HE I EE 


Xiv 俄 作 本 序 导 


关系 ) 或 个 别 的 对 象 .@ 然而 在 书 中 关于 这 些 问题 我 们 没有 按 到 十 
分 明确 的 东西 。 首 先 ， 哲 学 的 基本 半 题 一 一 关于 思维 与 存在 之 于 “ 
的 关系 的 问题 ， 从 而 在 思 锥 规律 和 其 中 所 反映 的 自然 与 社会 的 规 
律 之 癌 的 关系 的 问题 一 一 仍然 暖 味 不 明 。 数 学 与 尿 辑 之 问 的 关系 
问题 也 没有 对 著者 襄 清 楚 。 要 知道 , 像 * 一 "“ 一 ”等 这 样 一 些 概念 
能 够 用 逮 粗 的 记 项 来 表示 , 它们 仍然 是 个 别 的 概念 (并 未 变 咸 可 以 
把 任何 的 个 别 概念 放 到 它们 的 位 言 上 的 变数 )! 此 外 ， 色 然 主 张 ， 
只 要 把 无 次 性 公理 包括 在 还 辑 中 ， 就 可 以 把 算术 看 成 还 辑 的 一 部 
分 ,那么 甚至 对 藏 者 也 会 造成 一 种 印象 ;这 个 问题 本 质 上 是 无 意义 
的 , 假如 , 依照 定义 , 把 数学 的 基本 概念 和 公理 包括 在 还 辑 中 , 那么 
数学 , 或 者 至 少 是 它 的 某 一 部 分 , 自然 将 是 晃 粗 的 一 部 分 。 

这 里 我 们 不 可 能 把 我 们 认为 需要 批 御 或 者 腾 述 的 地 方 一 一 糊 
脱 。 并 且 , 大 多 数 场合 , 这 需要 先 获悉 书 的 正文 。 因 此 , 在 这 些 地 
方 ,小 者 认为 粹 以 附注 比较 稀 当 。 这 里 我 们 只 路 一 个 具有 原则 塌 久 
的 问题 。 

从 辩证 唯物 主义 观点 看 来 线 不 是 在 理光 之 外 的 某 种 东 古 
理 葵 依赖 于 实践 ,假如 它 不 为 实践 所 证 实 , 它 就 没有 意义 。 归 根 糙 
底 ， 只 有 一 个 其 理 的 标准 一 一 洋 足 的 标准 。 假 如 形式 还 辑 的 证 明 
使 我 们 相信 数学 命题 的 芙 实 性 , 那么 这 是 由 于 异动 于 这 样 的 证 明 ， 
所 和 给 命题 的 凌 洋 性 归 千 为 : (1) 其 它 一 些 命题 即 被 当 作 公理 的 那些 
命 是 的 芙 实 性 ， 所 给 命题 的 芙 活 性 归根 精 底 是 由 于 这 些 命题 的 其 
实 性 ; 及 (2) 在 证 明 中 所 用 的 女 辑 推荐 方法 的 正确 性 。 两 个 间 题 都 
须 由 实践 来 解决 。 列 宁 说 “人 的 实践 活动 必须 亿 万 浆 地 使 人 的 
意识 去 重复 各 种 不 同 的 时 辑 的 格 ， 以 便 这 些 格 能 够 获得 公理 的 意 


QD 在 功 联 学 者 波 区 瓦尔 (L.A. Bowsap) 竹 由， 还 辑 的 这 种 了 解 成 为 解决 通 辑 的 
和 集合 葵 的 葬 葵 的 有 效 方法 。 
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义 ,2@ 
在 另 一 个 地 方 列宁 写 道 “为 我 们 的 实践 所 证 实 的 是 唯一 的 、 
最 六 的 、 客 观 的 买 理 。”@ 诚然 , 实践 的 标准 不 是 “僵硬 的 >， 从 列宁 
的 观点 看 来 , 优点 , 而 非 缺 点 , 正在 于 此 , 它 保证 科学 无 限 发 展 的 可 
能 性 。 列 宁 说 ,“ 当 然 , 在 这 里 不 要 忘记 ,一 一 实践 标准 实质 上 决 不 
能 完全 地 证 实 或 碟 倒 人 类 的 任何 表象 。 这 个 标 蕉 也 是 这 样 的 “不 
确定 , 以 便 不 至 于 使 人 的 知识 变 成 ' 息 对 ' , 同时 它 又 是 这 样 的 确 
定 , 以 便 同 唯心 主义 和 不 可 知 论 的 一 邹 变 种 进行 无 情 的 斗 等 ."@ 
但 是 塔 尔 斯 基 的 看 法 不 是 这 样 , 访 到 本 书 茶 些 地 方 ,使 人 不 由 
得 产生 一 种 印象 : 对 于 作者 , 理论 和 实践 几乎 是 两 极 化 的 对 立 面 ， 
它们 可 以 是 互 不 相 容 的 。 如 果 有 人 想 使 我 们 相 借 ， 造 永 动机 和 魔 
提 布 在 “理论 上 ”是 很 重要 的 , 但 是 “可 异 ”,“ 实 跤 上 ”这 不 能 实现 ,, 
因为 它 芝 反 能 县 守恒 定律 ， 对 于 这 样 的 人 我 们 襄 些 什么 ? 一 一 显 
然 , 我们 反对 这 种 提出 违反 物 理 规律 的 方案 的 “理论 ”。 
关于 哥 德 尔 (K.Gadel) 的 工作 , 作者 写 道 , 哥 德 尔 的 工作 证 明 ， 
要 建立 所 有 贰 的 算术 命题 都 可 用 以 证 明 的 “形式 系 区 ”是 不 可 能 
的 . 训 然 ; 塔 尔 斯 基 并 没有 由 此 做 出 什么 明显 的 不 可 知 论 的 精 论 来 。 
他 仅 “ 限 于 ”指出 ,用 这 一 点 就 可 以 说 明 , 为 什么 尽管 完全 性 概念 对 
于 演 粹 理 次 有 非常 盛大 的 理喻 上 的 重要 性 ， 在 实践 上 它 对 于 演 炎 
理 前 的 构造 只 发 生 很 小 的 影响 。 然 而 他 没有 淡 到 哥 德 尔 所 指 的 是 
什么 样 的 “完全 星 ”。 这 个 概念 有 各 种 不 同 的 意义 ,各 个 意义 都 不 仅 . 
可 以 用 , 而 且 事实 上 已 考 用 上 了 , 但 是 , 他 根本 没有 就 到 这 些 不 同 
的 意义 , 尽管 像 已 痉 指 出 来 的 , 在 这 个 领域 中 这 个 概念 有 一 些 有 趣 


@ 列宁 :《 藻 学 笔 纪 》, 人 民 出 版 竹 1956 年 版 ,第 175--176 页。 
名 《列宁 全 集 》 第 14 和 省, 人民 出 版 社 1957 年 版 ,第 143 页 。 
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Xi 全 嘿 本 序 冲 


的 车 果 ， 其 实 , 事情 的 实质 在 于 , 这 里 所 指 的 是 形式 系 康 , 形式 系 
”过 只 包括 有 穷 个 公理 和 推理 规则 , 每 个 公理 和 推理 规则 由 确定 的 、 
”能 行 地 实现 的 运算 所 构成 。 如 果 对 “完全 的 ”形式 条 航 一 语 我 们 同 
时 还 作 这 样 的 理解 : 在 其 中 所 有 用 一 定 的 鹿 项 表示 的 命题 , 或 者 是 
被 证 明 或 者 是 被 否 证 , 那么 这 意味 着 , 问题 是 关于 工具 的 构造 , 理 
痊 上 (和 实 距 上 1!) 与 之 等 价 的 能 完全 代 灶 人 的 思 闪 (应 用 到 所 讨论 
的 理论 的 命题 上 ) 的 机 器 的 构造 。 自 然 , 任何 一 个 马克 思 列 宁 主 义 
者 不 会 想到 反对 创造 任何 能 运算 的 机 器 ， 特 别 是 运算 繁重 和 合 人 
厌 俊 的 计算 题 的 机 器 。 然 而 他 不 会 想到 ， 也 不 会 认为 在 实践 上 无 
法 实现 的 幻想 的 机 器 在 “理论 上 是 重要 的 ”中 : 

我 们 要 指出 ， 关 于 注释 理 询 的 无 矛盾 性 和 完全 性 在 理 葵 上 的 
重要 性 , 和 它们 在 各 种 情形 中 (或 对 它们 的 不 同 的 处 理 办 法 中 ) 实 
际 上 实现 的 可 能 性 , 营 者 在 塔 尔 斯 基 的 书 中 , 无 论 如 何 , 找 不 到 充 
分 韵 材 料 。 这 些 问 题 的 通俗 脱 明 洋 在 也 困难 ， 而 且 每 一 项 都 要 费 
不 少 的 篇 幅 。 我 们 只 说 一 点 ， 琳 德尔 定理 并 没有 使 算术 无 矛盾 性 
的 一 些 证 明 , 例如 ,我 们 在 苏联 数学 家 噶 闪 科 夫 (1. C. Hosuxos) 和 
干 称 (Gentzeny 的 小 作 中 网 到 的 证 明 , 类 去 意义 ;再 者, 甚至 证 明 对 
于 不 花 那 一 个 普通 琐 辑 的 “形式 系 秀 ”都 不 可 解 的 问题 的 存在 的 


”一 些 最 抽象 的 烙 果 也 已 郊 使 人 能 人 锣 滔 决 若 干 早已 提出 ， 然 而 这 仿 


没有 解决 的 数学 于 题 .@ 自然 , 不 车 而 咯 , 在 这 里 理论 与 实践 处 于 


Q@ ”如 果 在 某 个 时 候 以 前 还 能 认为 数学 学 科 与 其 它 科 学 不 同 是 由 于 : 用 数学 科学 
镶 避 走 达 的 质 命 题 粗 成 的 整个 无 穷 集合 可 以 由 确定 的 、 预 先 列 举 出 来 的 而 且 容 易 撤 验 
的 规则 , 即 从 有 穷 个 、 落 至 不 多 的 通常 取 作 么 理 的 规则 得 到 , 那么 现在 我 们 知道 , 对 于 
通常 的 算术 ,这些 期 望 看 起 来 是 不 可 实现 的 。 算 术 完 公 不 应 得 到 黑 格 尔 葵 它 的 那 种 轻 
“家 , 擂 格 尔 以 为 在 这 9 和 [学 中 思 准 能 够 被 自动 机 代 蔡 ， 这 种 意见 驮 克 轩 和 恩格斯 从 来 ， 

没有 同意 过 。 现 在 这 : -点 得 到 了 证 明 , 尤其 是 从 算术 对 于 兆 辑 问题 和 数学 方法 沦 且 是 
的 应 用 是 富有 意义 的 这 一 事实 上 得 到 了 证 明 。 

四 这 -类 的 一 条 列 间 是 已 为 未 英 数 学 家 马尔 科 夫 (A. A. Mapxos) 所 解决 
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本 一 之 中 , 而 不 是 与 实践 对 立 的 。 
作者 指出 “未 来 的 还 辑 学 像 所 有 理 静 科学 一 样 ,本 质 上 依 屯 于 
人 类 政治 的 和 和 社会 的 相互 关系 炳 大 规范 , ”自然 , 他 是 正确 的 。 
但 是 他 以 为 ,社会 因素 在 职业 学 考 的 活动 范围 之 外 , 以 及 园 辑 
知识 的 传 体 可 以 自然 而 然 地 促进 人们 之 问 更 好 的 相互 了 解 ， 这 一 
点 他 是 错误 的 。 美 国 反 涝 集 团 使 科学 的 进步 服务 于 帝国 主义 侵略 
目的 的 企图 再 一 次 证 实 ， 在 科学 周 图 和 在 科学 之 中 尖锐 的 政治 和 
意 截 形态 的 斗争 是 不 可 泊 录 的 ， 在 这 个 斗 搜 中 学 者 们 不 可 能 始 著 
是 旁观 者 , 而 不 无 变 成 帝国 主义 和 反动 势力 的 帮 风 的 危险 。 
雅 诸 夫 斯 卡 娅 
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根据 许 岁 半 外 汉 的 意见 , 数学 今天 已 烃 成 为 一 亲 死 科学 :在 达 ， 
到 不 寻常 的 高 度 发 展 水 平 以 后 ， 它 已 郊 在 一 种 严格 的 完全 性 中 便 
化 了 。 这 是 对 情况 的 一 种 完全 错 帘 的 看 法 。 在 科学 研究 任 域 中 现 
在 很 少 有 和 象 数学 那样 称 历 着 如 此 剧烈 的 发 展 阶段 。 而 且 ， 这 种 发 
展 是 极其 多 样 化 的 ， 数 学 独 域 正在 向 -一 切 可 能 的 方向 伸展 ， 它 在 
高 , 宽 和 深 三 方面 都 在 成 长 着 。 它 的 高 度 在 成 长 着 , 因为 在 数 百 年 
来 (如果 不是 数 千年 以 来 的 话 ) 发 展 的 旧 的 理论 的 土壤 之 上 ,新 的 
间 题 不 断 地 发 生 ， 而 其 所 达到 的 车 果 越 来 越 完 全 。 它 的 宽 诬 在 成 
“长 着 , 因为 它 的 方法 渗透 到 其 他 各 种 科学 部 门 中 ,而 其 研究 的 范 医 
日 签 赛 括 着 越 来 越 广泛 的 现象 界 ， 芽 且 越 来 越 多 的 新 的 理 舱 被 包 
括 在 数学 学 科 的 订 大 的 范 域 之 中 。 最 后 , 它 的 深度 在 成 长 着 , 因为 
它 的 基础 日 秆 坚定 地 被 建立 起 来 了 , 它 的 方法 日 从 完备 , 它 的 原则 
日 签 巩 固 。 
本 书 的 目的 吉 是 要 向 那些 对 于 现代 数学 有 兴趣 、 而 不 人 洋 际 
参与 它 的 工作 的 读者 们 , 至 少 在 数学 发 展 的 第 三 个 方面 . 即 其 在 深 
度 方面 的 成 长 提供 一 个 最 一 般 的 观念 。 我 的 目的 是 下 使 这 者 熟悉 
一 种 名 为 数理 明 辑 学 科 的 最 重要 的 概念 ， 这 门 学 科 是 为 了 把 数学 
”建立 在 更 坚固 、 更 深刻 的 基础 上 创造 出 来 的 ; 这 一 个 学 科 , 虽然 它 
的 存在 只 有 每 短 的 一 个 世 匈 , 却 已 经 达到 了 高 度 的 完全 性 的 水 平 ， 
而 且 在 我 们 的 知识 的 总 和 中 它 邻 天 所 起 的 作用 远 远 超越 于 其 原 定 





的 范围 。 我 的 目的 是 要 玫 明 ， 还 辑 的 一 些 概 念 渗透 到 数学 的 整体 


中 , 它 把 所 有 的 专门 的 数学 概念 了 解 为 特殊 事例 ,并 把 未 辑 规律 己 
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应 用 于 一 一 自觉 的 或 不 自觉 的 一 一 数学 推理 之 中 。 最 后 ， 我 试图 
提出 构造 数学 理论 的 一 些 最 重要 的 原则 一 一 这 些 原则 也 构成 另外 
一 种 学 科 、 数学 方法 芥 的 主题 一 并 指明 怎样 在 实际 上 车 手 应 用 ， 
这 些 原 基 。 / 

在 这 一 本 相当 小 的 书 的 范围 中 ， 不 假定 荐 者 有 任何 专门 的 数 
学 知识 或 抽象 的 推理 的 任何 专门 的 训练 ， 要 彻底 地 实现 这 全 部 计 
划 是 不 容易 的 。 在 这 一 本 书 中 ， 必 须 从 头 到 尾 力图 把 最 大 的 可 理 
解 性 和 必要 的 简明 性 以 及 钴 常 注意 避 台 错误 或 从 科学 观点 看 来 的 
粮 糙 的 不 精确 性 业 合 起 来 。 洪 所 用 的 语 半 必须 是 尽 可 能 少 地 脱离 
日 常生 活 的 语 首 。 必 须 放 秦 使 用 专门 的 加 辑 符号 ， 虽 然 这 种 符号 
是 使 我 们 把 简明 性 和 精确 性 烙 含 起 来 ， 基 使 我 们 尽 可 能 地 排除 仿 
混和 串 解 的 可 能 性 、 从 而 在 一 切 精 硼 的 思考 中 具有 很 大 用 处 的 极 
其 宝贵 的 工具 。 必 须 把 系 纹 地 处 理 的 观念 从 一 开始 就 放 寨 掉 。 在 
出 现 的 很 多 症 题 之 中 只 有 少数 能 够 详 红 地 时 论 ， 其 他 一 些 症 题 仅 
仅 肤 滩 地 接触 到 ， 还 有 一 些 击 题 则 完 双 忽略 过 去 了 ， 并 且 我 意识 
到 ,所 诗 苍 的 题目 的 选择 不 可 各 移 地 表现 了 或 多 或 少 的 任意 性 。 对 
于 现代 科学 还 没有 采取 任何 确定 的 态度 ,而 是 提出 了 许多 可 能 的 、 
同样 正确 的 解答 的 那些 事例 ， 不 可 能 客观 地 把 所 有 已 知 的 见解 都 
提出 来 。 不 得 不 作出 支持 某 一 确定 见解 的 决定 来 。 当 作出 这 种 决 
定 的 时 候 , 我 是 十 分 小 心 的 , 不 是 首先 使 之 符合 于 个 人 的 兴趣 , 而 
是 宁 取 一 种 尽 可 能 简单 的 并 且 适 合 于 普通 表达 方式 的 解法 ，。 

”我 并 不 幻想 我 已 外 成 功 地 克服 了 这 些 以 及 黄 他 一 些 困 难 。 
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本 书 是 我 的 《 论 数 理 渤 辑 和 演 烃 方法 》( 读 书 1936 年 最 初 用 波 
兰 交 出 版 , 又 于 1987 年 出 版 了 确切 的 德 文 译本 一 一 书 名 是 : 《数理 
晃 辑 和 数学 方法 论 导 论 》) 一 书 部 分 修正 了 的 和 扩充 了 的 版 本 。 最 
初 写 这 本 书 ,是 企图 把 它 当 作 一 本 通俗 的 科学 著作 ; 其 目的 是 向 受 
过 相当 数 育 的 普通 茂 考 提供 一 一 用 把 科学 的 严格 性 和 最 大 的 可 理 
解 竹 烙 合 起 来 的 方式 一 一 集中 于 现代 还 辑 的 强大 的 现代 思 灞 的 一 
个 清楚 的 观念 。 这 个 思潮 最 初 是 从 多 少 受到 局 限 的 巩固 数学 基础 
的 任务 发 生 的 。 可 是 ， 宕 现 阶 段 它 却 具有 远 为 广泛 的 目的 。 因 为 
它 就 图 创造 出 可 为 人 类 知识 的 整体 提供 一 种 共同 基础 的 压 一 的 构 
” 念 工 具 。 此 外 , 它 有 助 于 使 演 炊 方 法 完 双 化 和 敏锐 化 ,这 种 演 丢 方 
法 在 茶 些 科学 中 被 当 作 确立 芙 融 的 唯一 的 允许 的 方法 ， 而 且 ， 的 
确 , 它 至 少 在 一 切 智力 活动 的 后 域内, 是 从 被 公认 的 假设 中 推导 出 
秸 论 来 的 必 不 可 少 的 补助 的 工具 。 : 

根据 对 波兰 文 版 和 德 文 版 的 反应 , 等 别 是 某 些 评论 者 的 建 广 ， 
产生 了 一 个 想法 ， 杰 使 这 个 新 的 版 本 不 仅仅 是 一 本 通俗 的 科学 落 
作 ， 而 且 也 是 大 学 里 的 还 辑 和 演 释 科学 方法 花 的 初级 课程 可 以 作 
为 蓝本 的 数 科 书 。 由 于 在 这 个 范围 内 合适 的 初 般 数 科 书 相当 侯 
乏 , 这 一 尝试 就 显得 更 为 合适 。 

.为 了 要 进行 这 种 尝试 , 必须 在 书 中 作 某 些 改变 。 

在 前 几 版 中 ， 把 某 些 最 基本 的 天 题 和 概念 完全 忽略 过 去 或 仅 
” 仅 赂 微 扔 及 , 这 或 是 由 于 它们 上 比较 地 具有 专门 性, 或 是 为 了 避 旭 一 
些 具有 和 涩 洽 性 的 论点 。 像 这 样 一 些 题 目 ,例如 ;在 隶 辑 的 有 条 竺 的 
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“发展 中 和 在 日 党 生活 的 请 着 中 某 些 退 辑 观 念 的 用 法 之 问 的 区 别 ， 

证 明证 句 演算 的 规律 的 一 般 方法 ， 语 词 与 其 名 字 之 间 的 明确 区 别 
的 必要 性 ,全 类 和 空 类 的 概念 , 关系 运算 的 基本 观念 , 以 及 最 后 , 作 
为 各 科学 的 一 般 科 学 的 方法 论 概 念 。 在 这 一 版 中 ， 所 有 这 些 题目 
者 对 论 到 了 (虽然 所 有 这 些 题 月 并 非 同 等 胖 尽 地 时 论 了 的 ), 因 汶 
我 伺 平 觉得 在 现代 逮 辑 的 任何 一 本 数 科 书 中 ， 不 菊 这 些 题目 就 会 
造成 一 种 根本 的 缺陷 。 因 此 , 本 书 前 面 的 儿 章 , 即 概论 部 分 或 多 或 
消 地 扩展 了 ;特别 是 第 开 章 , 即 专门 讨论 履 句 演算 的 一 章 包 含 着 很 
多 新 材料 。 对 于 这 几 章 我 又 补充 了 许多 新 的 练习 ， 并 且 增 加 了 历 
史 的 多 索 的 坦 料 。 

在 前 几 版 中 ， 专门 符 导 的 应 用 是 炸 天 到 最 低 限度 ， 而 在 这 一 版 
中 我 以 为 有 必 下 使 厂 者 训 悉 未 辑 符 号 的 基本 知识 。 但 是 ， 实 际 上 
这 种 符号 的 应 用 仍然 受到 很 大 限制 ,并 且 大 部 分 限定 在 练习 中 。 

.在 前 儿 版 中 ， 为 了 毅 明 一 般 的 和 抽象 的 恩 考 而 引出 例子 的 主 
”要 个 域 是 中 学 数学 ; 因为 我 过 去 和 现在 都 认为 , 基本 数学 特别 是 
代数 , 由 于 它 的 概念 的 简单 性 及 其 推荐 方法 的 一 致 性 ,特别 适合 于 
例证 膛 辑 的 和 方法 花 性 质 的 各 种 基本 现象。 但 是 , 在 这 一 版 ,特别 
是 在 新 补充 的 篇 幅 中 ， 我 暨 常人 其他 倾 域 特别 是 从 日 常生 活 中 举 
出 了 一 些 例 子 。 

除了 这 些 才 补 以 外 ， 凡 是 学 习 者 们 过 了 以 各 担 的 芝 此 部 分 匠 
也 都 重新 写 过 了 。 

本 书 的 基本 面 狐 仍 然 没 有 改变 。 初 版 的 序 首 .( 其 主要 部 分 重 
新 发 表 在 前 面 ) 将 会 为 读者 提供 一 个 本 书 的 一 般 性 的 观念 。 然 而 ， 
也 许 有 必要 在 这 里 很 清楚 地 指出 来 基 者 在 这 本 书 中 贡 找 不 到 的 是 
一 些 什么 东西 。 

第 一 , 本 书 不 包括 玩 辑 的 、 条 纹 的 和 严格 的 注释 的 陈述 ， 这 样 
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一 种 陈述 显然 不 在 一 本 基本 的 数 科 书 的 范围 之 内 。 我 原来 企图 在 
这 一 版 中 增加 一 章 , 名 为 作为 演 粹 科学 的 吉 辑 , 这 一 章 一 一 作为 包 
含 于 第 VI 章 中 的 一 般 方 法 葵 意 昂 的 一 个 说 明 一 一 会 为 隶 辑 的 某 
些 基 本 部 分 的 有 系 议 的 发 展 提供 一 个 网 要。 由 于 种 种 原因 ， 这 个 
企图 未 能 实现 ;但 是 我 希望 包括 在 第 VI 章 中 的 关于 这 个 题目 的 儿 
个 新 的 练习 在 某 种 程度 内 将 会 补偿 这 个 省 略 。 

第 二 ,除了 两 处 很 少 的 篇 幅 以 外 , 这 一 本 书 没 有 提供 关于 传 入 
的 亚 里 士 多 德 的 汉 辑 的 知识 ,并 且 不 包含 从 之 引伸 出 来 的 材料 ,但 
是 ， 我 相信 这 里 给 予 传 杭 还 辑 的 篇 幅 是 充分 符合 于 它 在 现代 科学 
中 已 邦 减 低 了 的 微小 的 作用 的 ， 而 且 我 还 相信 我 这 个 意见 将 会 得 
到 太志 数 现代 湿 和 学 家 的 次 同 | 

最 后 ， 这 一 本 书 不 涉及 属于 所 调 纸 验 科 学 的 还 辑 和 方法 共 的 
下 全 本题 我 必需 说 , 我 借 向 于 怀疑 , 作为 与 一 般 吏 辑 或 “ 演 沟 科 
学 的 玩 辑 ” 相对 立 的 任何 特殊 的 “ 普 脐 科学 的 加 辑 ” 究 费 是 否 存在 
《至少 , 按照 “ 录 辑 ” 一 阐 在 本 书 的 用 法 一 一 这 就 是 说 , 它 是 一 种 学 
科 的 和 名称， 这 种 学 科 分 析 一 切 科 学 所 共有 的 一 些 概念 的 意义 ， 工 
建立 支配 这 些 概念 的 一 般 规律 )。 但 是 这 与 其 说 是 一 个 实际 的 间 
题 , 还 不 如 说 是 一 个 术语 的 问题 。 总 之 ; 轻 砍 科学 的 方法 前 构成 科 
学 研究 的 一 个 重要 领域 。 当 然 , 加 辑 的 知识 在 这 种 方 流花 的 研究 
中 , 正如 在 任何 其 他 学 科 中 的 情况 一 样 , 是 宝贵 的 。 可 是 , 必须 承 
认 交 到 今天 退 辑 概念 和 方法 在 这 个 谷 域 内 并 未 得 到 任何 特殊 的 或 
有 成 效 的 应 用 。 并 且 至 少 这 个 情况 可 能 不 仅仅 是 现 阶 段 方法 论 研 
完 的 一 个 后 果 。 可 能 ,这 是 由 于 下 沪 情 况 所 引起 ;为 了 对 方法 前 作 
适当 的 芥 述 ， 必 
是 说 ， 作 为 按照 某 种 规则 所 排列 起 来 的 确定 的 命题 体系 一 一 而 且 
是 部 分 的 由 这 样 的 命题 和 部 分 的 由 人 类 的 活动 所 构成 的 复合 物 。 
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还 必需 补充 说 , 与 这 种 烃 襄 科学 本 身 的 高 度 发 展 显著 地 相反 , 这 些 
科学 的 方法 葵 很 难 夸奖 有 相应 的 确定 的 成 莽 一 尽管 已 元 作 了 很 
大 的 努力 。 其 至 这 个 领域 所 涉及 的 初步 概念 浴 清 工作 也 还 不 便 进 
行 得 倒 人 满意 。 因 此 ， 钩 脸 科 学 的 方法 讲课 程 必定 具有 一 种 有 别 
于 四 辑 课程 的 完全 不 同 的 性 瑟 ， 而 且 它 必定 是 大 部 分 限于 对 就 腑 
性 的 探索 和 类 败 的 努力 的 估价 和 批评 。 由 于 这 些 和 其 他 一 些 理 
”由 ,对 于 把 斩 辑 和 名 验 科学 方法 痊 的 讨论 灶 合 于 同一 个 大 学 课程 
之 中 ,我 认为 很 少 合理 的 根据 。 

关于 本 书 及 其 用 作 大 学 数 科 书 的 安排 方面 有 几 点 调 明 。 

本 书 区 分 为 两 部 分 。 第 一 部 分 是 时 辑 和 演 粹 科学 方法 前 的 一 
般 的 导 瞪 ; 第 二 部 分 , 借助 于 一 个 具体 的 例子 , 表明 园 辑 和 方法 若 
在 数学 理 花 的 构造 中 的 一 种 应 用 方式 ， 关 因而 为 消化 和 深化 在 第 
-一 部 分 中 所 获得 的 知 戴 提 供 一 个 机 会 。 每 -- 章 的 后 面 都 附 有 相当 
的 练习 。 简 明 的 历史 的 继 索 写 在 脚注 中 。 

记 有 星 标 “ * ”的 部 分 、 甚至 于 整 蔬 , 不 论 记 在 开始 或 末尾 , 都 
包含 着 驳 难 的 材料 ， 或 者 假定 诚 者 已 熟悉 包含 着 这 样 的 材料 的 其 
他 篇 章 ; 省 略 掉 这 些 部 分 对 于 本 书 以 下 一 些 部 分 的 理解 不 会 有 什 
么 妨碍 。 这 也 适用 于 凡 在 号 码 前 记 上 一 个 星 标的 各 个 练习 。 

本 书包 含 车 足够 全 年 观 程 用 的 材料 。 不 过 ， 它 的 糯 排 也 使 它 
同样 适用 于 牢 年 的 丙 程 。 如 果 把 它 用 为 将 学 系 的 中 年 膛 辑 束 的 如 
本 , 我 建 芒 学 习 整 个 第 一 部 分 . 包括 较 难 的 部 分 在 内 , 而 洛 全 略 去 
第 二 都 分 。 如 果 把 本 书 用 为 数学 系 的 中 年 课程 一例 如 ， 数 学 基 、 
磺 强 一 一 的 丙 本 ， 我 建 态 学 习 本 书 的 两 个 部 分 ;而 略 去 较 难 的 部 
分 。 

无 中 如 何 , 我 是 意 强 调 小 心地 和 详尽 地 作 好 练习 的 重要 性 ; 因 
为 它们 不 仅 有 助 于 对 所 讨论 的 概念 和 原 划 的 消化 ， 并 且 也 还 触及 
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‘XXliv . 序 并 
正文 中 没有 机 会 时 花 的 许多 十 题 。 : 

如 果 本 书 对 于 稻 辑 知识 的 更 广泛 的 传播 有 所 贡献 的 话 ， 我 将 
感到 很 快乐 。 历 史 事 件 的 进程 已 称 使 现代 时 辑 的 一 些 最 杰出 的 代 
表 集 中 在 这 个 国家 ( 指 美 国 一 一 作者 ), 并 因而 为 玩 辑 思想 的 发 展 
在 这 儿 创 造 了 特别 有 利 的 条件 。 自 然 ， 这 些 有 利 的 雏 件 可 能 很 易 
于 为 其 他 更 强 有 力 的 因素 所 抵消 。 显 然 ,未 来 的 胃 辑 学 , 象 所 有 理 
瞪 科 学 一 样 ， 本 质 上 依 束 于 人 类 政治 的 和 社会 的 相互 关系 灿 入 规 
范 ， 因 而 依赖 于 一 种 超越 于 职业 学 者 的 控制 的 因素 。 我 并 不 幻想 
巡 辑 思想 的 发 展会 对 于 人 类 关系 的 正常 化 过 程 特别 起 很 重要 的 作 

用 ;但 我 相信 , 遥 辑 知识 的 广泛 传播 可 以 积极 地 加 速 这 个 过 程 。 因 
”为 , 一 方面 ,由 于 使 概念 的 意义 在 其 自身 范围 内 精确 并 一 致 起 来 ， 
”以 及 由 于 强调 这 样 的 精确 性 和 一 致 性 在 任何 其 他 领域 中 的 必要 
性 , 还 辑 就 使 凡是 原意 很 好 地 了 解 的 人 们 都 可 能 彼此 很 好 地 了 解 。 
并 且 , 另 一 方面 , 由 于 思想 工具 的 完全 化 与 敏锐 化 , 它 使 人 们 更 有 
批 币 性 一 一 因而 他 个 莽 不 大 容易 为 所 有 擅 推 荐 引入 歧途 ， 现 在 在 
世界 各 处 他 们 不 断 有 被 这 释 伪 推 莉 引 入 歧途 的 危险 。 

我 下 心事 谢 海尔 麦 (O. Helmer) 博 十 的 帮助 , 他 把 德 妇 版 砍 成 
了 英文 。 我 展 意 对 于 霍 夫 斯 堪 德 泰 尔 (A. Hofstadter) 博士 、 克拉 
德尔 (L. K.Krader) 先 生 、 精 盖 (E. NageD 数 授 . 贿 因 C(W.V. Quine) 
数 授 . 怀特 (M. G. White) 先 生 、 导 别 是 麦克 簿 寒 (J C. C. McKin- 
sey) 博 士 和 逮 炳 (P. P. Wiener) 博 士 表 示 最 热诚 的 威 谢 , 当 我 准备 
， 甘 文 版 时 ,他 们 凡 慨 地 提出 了 意见 并 答对 帮助 。 我 也 感激 阿 罗 (CK. 
.Arrow) 先 生 ,他 帮助 并 沪 了 校 样 。 
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本 书 是 英文 第 一 版 的 影 S 印 本 ， 不 下 可 能 在 其 中 作 很 大 的 改动 。 
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不 过 , 印 鳍 的 地 方 已 趟 履 正 了 ,并 在 次 节 方 面 作 了 一 些 收 进 。 对 于 
访 者 和 评 花 者 的 有 往 的 建议 ,我 丰 示 威 谢 ,我 特别 威 激 秦 (Louise 
H.Chin) 女 士 , 因为 她 帮助 准备 了 这 一 版 的 出 版 。 
” ” 茧 尔 斯 基 ， 
1945 年 8 月 于 加 里 韦 尼 亚 大 学 ， 
具 克 莱 


， 
TT ee mp pa 上 a EA i , , 
Ep EE EEE A . | 





目 孙 
俄 基本 序 时 v 
初版 序 早 nn xviii 
序 早 eee ee yx 
第 一 部 分 渗 辑 的 元 素 ， 演 乱 方 法 
CT》 葬 变 项 的 用 浅 pp 0 1 
SI， 常 项 与 变 项 ee ee 
S 2. 外 含 变 项 的 表达 式 一 攻 句 丁 项 与 指示 画 项 pe 2 
$ 3， 应 用 变 项 形成 语句 - 至 称 语句 与 存在 证 名:………………… 5 
§ 4 全称 量 员 与 存在 量 测 ; 自由 变 项 与 约束 变 项 ee 7 
§ 5， 变 项 在 数学 中 的 重要 性 .pe 11 
锋 习 ee ee Le 12 
《 工 ) 蓝 证 名 演算 1 15 
$ 6， 吉 辑 常 项 ; 旧 水 辑 与 新 洗 困 15 
§ 7. 语句 演算 ; 话 名 的 否定 , 合 取 式 与 析 取 式 ……………………………… eens 16 
SS 8. 灯 画 式 或 条 件 疙 名 /实质 类 画 20 
和 9， 蕴 画 式 在 数学 中 的 应 用 ………………… Cessna. esses 26 . 
S$10， 薄 名 的 等 值 武 尼 9 
S11， 定义 的 表述 方式 与 定义 的 规则 .ee 30 
$12.。 语 句 演 算 的 定律 ………… 上】. 33 
$13， 语 句 演算 的 符号 ; 芙 值 西 项 与 美 值 表 ……………， 5 
S$14。， 畜 句 演算 定律 在 推理 中 的 应 用 pp 4 
$15， 推 葵 的 规则 , 完全 的 证 明 ee en Py | 
练习 ee Weeooeeoeoeeoeeoeos ee 4 7 


i 只 录 
(前 ) 同一 理论 pe | 51 
$16. 不 属于 语句 滨 算 的 水 辑 概 念 ;同一 概念 51 
§17， 同 一 理论 的 革 本 定律 ……… nn 52 
”$18， 事物 之 问 的 同一 与 指示 市 之 六 的 同一 ;引号 前 用 法 …………… 55 
$19， 算 术 与 几何 中 的 相等 , 和 它 与 还 辑 同一 的 关 笋 pe 58 
S20， 数 的 量词 p9eee ee 61 
练习 62 
. (IV) 类 的 理 芥 ………: es ee Ge 65 
§21， 类 与 它 的 元 案 …………e es nt 65 
$22， 类 和 包含 一 个 自由 变 项 的 证 名 两 项 ………… ee ee 66 
$23。， 全 类 与 安 业 nn 70 
§24， 类 与 类 则 的 基本 关 慑 ese. 71 
$25。 类 的 运算 ess 74 
$26， 等 数 类 ,一 个 类 的 基数 ,有 穷 类 与 无 窟 类 3 算术 作为 现 辑 的 
一 个 部 分 ooeieosoeooseooeooes。 ee ee 76 
练习 ten 上 nist roi】 tt rrrsr otroe. 79 
(VY) 关系 的 理 葵 eset 半生 84 
$27. 关系 , 关系 的 前 域 与 关系 的 后 域 ;关系 与 有 两 个 自由 变 项 
的 吴 名 图 项 …eee .os .. sess. 84 
§ 28， 关 系 的 运算 ……… ss nn 87 | 
S29. 关系 的 一 些 性 质 < tt 90 
§ 30， 自 反 的 , 对 称 的 与 传递 的 关系 eeeeesesceescesennt oot 92 
$31， 序 列 关系 ; 其 他 关系 的 例子 ………… es 94 
$32， 一 多 关系 或 画 项 ee tt... 96 
$33， 一 一 关系 或 一 一 画 项 与 一 一 对 应 .ee ee 100 
$ 34， 多 项 关系 y 包含 儿 个 变 项 的 西 项 与 运算 -pp eye 103 . 
S$35， 逮 辑 对 其 他 科学 的 重要 性 …………… es 局 es 105 


练习 pp 106 








有 录 . ii1 





《于 》 喻 演 积 方法 en ‘eestor. 113 
$36， 一 个 演 辉 的 理 葵 的 基本 租 成 部 分 一 一 基本 蛮 项 与 被 定义 

的 词 项 , 公理 及 定理 ，………… sassseeseesesee6sedssebesehsseeas6seess 113 

§37， 一 种 演 粹 的 理喻 的 模型 和 解释 ……… ts st 116 

§ 38. 演 释 法 定律 演 释 科 学 的 形式 的 特性 ee 四 121 

S$39. 公理 与 基本 翻 项 的 选择 它们 的 独立 性 9 .125 

$40. 定义 与 证 明 的 形式 化 ,形式 化 的 演 粹 理 花 …………………… 127 

$41. 一 个 演 积 理 葵 的 无 也 盾 性 与 完全 性 ; 制定 间 题 ……………… 129 

$42. 演 积 科学 方法 论 的 扩大 的 松 念 ……eeee se 133 

丸 习 ，…… reese onstolneuonenstastotu rea torr en rrr rr etre. 135 


.第 二 部 分 到 辑 和 方法 论 在 构造 数学 理论 中 的 应 用 


(WL) 一 个 数学 理 芥 的 构造 数 的 次 序 的 定律 …………… 147 
$43， 构造 中 的 理论 的 基本 翻 项 关于 数 与 数 之 问 基本 关系 的 
公理 147 
$44， 基 本 关系 的 不 自 反 律 ; 间接 和 证明 ……………… ee 149 
S$45.， 基本 关系 的 其 它 定理 pe tt 151 
$46， 数 之 间 前 其 它 关 滋 153 

练习 pe tt “ee TB57 

(和 一 个 数学 理 葡 的 构造 ,加 法 和 减 污 的 定律 ………………… 159 
$47. 关 于 加 法 的 公理 ; 运算 的 一 般 性 质 , 群 和 交换 群 的 概念 ……… 159 
S48. 对 于 较 多 的 被 加 数 的 交换 律 和 精 合 律 …………… 本 161 
§49. 加 法 的 单 基 定 律 以 及 它 个 的 道 定 律 .ee > 162 
S$50， 并 萎 句 系统 RN 166 
S51. 单 疆 定律 的 推 葵 ，………… monotone trait 168 
§52. 减法 的 定义 ; 反 运 算 eet。。 esse oor ra ee. 170 
$53。 被 定义 者 包含 铬 导 的 定 半 sere 171 
S54. 关于 闫 法 前 定理 ev oso 174 


iv 县 对 
练习 175 
(区 )》 关 于 所 构 洁 的 台中 的 方法 障 的 计 认 ee 180 
$55.， 在 原来 的 公理 系统 中 消去 多 祭 的 公理 nn 180 
§56， 化 简 了 的 条 统 的 公理 的 独立 性 eos snenns 183 
$57， 多 余 的 基本 币 项 的 消去 和 公理 秒 统 的 继 秆 化 简 ; 一 个 有 序 
交换 群 的 构 合 ee 185 
S58、 公理 系统 的 进一步 化 入 基本 币 项 系 久 的 可 能 变换 ………… 187 
S59， 所 构造 理论 的 无 耶 拓 性 闪 题 ov 192 
§60. 所 构造 理 堆 的 完全 性 证 明 玖 eeoooo0ososocsoss ee ee * 193 
练习 pe 195 
(X》 所 构造 的 理 葵 的 扩充 。 实数 算术 的 基础 nenn, oeorrons 200 
S$61. 实数 算术 的 第 一 个 公理 系统 ………… bn 200 
$62， 第 一 个 公理 系统 的 进一步 描述 , 它 的 方法 葵 上 的 优点 和 数 
学 上 的 缺 版 ee 201 
§ 63. 实数 算术 的 第 二 个 公理 系统 oo Seesoeeeesvcooevvvve 203 
§64， 第 二 个 公理 条 统 的 进一步 描述 城 的 概念 和 有 序 域 的 
概念 … Se ee 205 
$65， 两 个 公理 系统 的 等 价 }. 第 二 个 系统 的 方法 葵 上 的 缺点 和 数 
学 上 的 优点 eee 和 eens en 207 
练习 ee 208 
推荐 的 读物 212 
俄 悄 本 略 辑 部 注 sort 上 上 【人 【人 i 217 
俄 琶 本 烙 辑 部 踊 oo 241 
请 可 | 253 
县 者 后 刀 ooeeeseeeoeoivooseooosooooiesoooooeo ooooooooooooooooosyessesooooeei。 270 





第 一 部 分 “ 遥 辑 的 元 素 , 演 释 方 法 
(QL) 论 变 项 的 用 法 


$1， 常 项 与 变 项 


每 -种 科学 理 卓 都 是 许多 语句 组 成 的 系统， 这 些 语句 都 是 被 
断定 为 芙 的 ， 可 以 吓 做 定律 或 断定 了 的 命题 ， 或 者 ， 就 简单 地 吓 
做 命题 。 在 数学 中 ， 这 些 辣 句 都 按照 一 些 原则 (在 第 并 章 中 将 群 
种 讨 葡 这 些 原则 ) 一 个 接着 一 个 地 排 成 确定 的 序列 。 在 数学 中 ,这 
些 语句 的 正确 性 都 要 建立 起 来 。 妇 立 本 人 的 正确 外 页 中 全 于 时， 
被 证 明 过 的 荆 句 , 就 是 我 们 所 乡 定理 。 

”在 数学 的 定理 与 证 明 中 出 现 的 语词 和 符号 ， 可 以 分 为 常 项 与 
变 项 。 

例如 在 算术 中 ,我 们 常 磁 到 这 样 的 语词 , 如 “ 数 ”,“ 怜 ”(“0”)， 
“7, 加?”(“ 十 ”),…。@ 这 些 语 词 都 是 常 顺 。 它 们 都 有 确定 
的 意义 ,而 且 在 运用 它们 的 过 程 中 ,它们 的 意义 一 下 不 变 。 

在 算术 中 ， 我 他 习惯 于 将 单个 的 英 交 的 小 写字 母 “a”，“68”， 
“0?，.…， “7?，“y”，“z? 用 作 变 着 。 同 常 项 相反 , 变 项 本 身 都 是 没有 . 

,. @ “算术 ”这 个 呵 , 我 们 是 用 来 走 示 数学 中 研究 数 的 一 般 性 质 、 数 与 数 间 的 关 采 
与 数 的 运算 的 那个 部 分 。 特别 是 起 学 所 讲 的 数学 由 “算术 "地 常常 串 做 “代数 "。 我 们 在 
这 里 所 以 杰 用 "算术 "这 个 诡 暗 ,是 因为 在 高 等 数学 中 , “代数 ” 是 用 来 袁 示 基于 代数 方 
程式 的 理论 的 , (在 这 些 年 来 “代数 ”这 庄 词 区 用 成 一 个 更 寅 的 意义 , 它 仍然 是 与 “算术 ” 


的 意义 不 同 。 )“ 数 "这 一 语词 在 这 里 总 是 用 来 奏 示 数学 中 的 实数 ， 这 就 是 说 , 数 是 包括 
正 整 数 , 分 数 、 有 理 数 无理 数 \ 正 数 与 负数 ,但 却 不 包括 不 数 或 复数 。 
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意义 的 。 对 于 下 面 的 问题 ， 
i 零 是 否 有 茶 一 种 性 质 ? 

例如 : 零 是 一 正 整 数 吗 ? z 
我 们 是 可 以 葵 以 肯定 的 或 否定 的 回答 的 。 我 们 所 答 的 答案 可 以 
对 ,也 可 以 错 。 但 是 ,无 葵 如 何 , 这些 阅 题 是 有 意义 的 。 但 是 , 相反 
”的 ,下面 关于 z 的 问题 ， 
| : 工 是 一 正 整 数 旺 ? 
。 便 是 一 无 意义 的 加 题 ,我 们 也 不 能 答 一 有 意义 的 回答 。 

在 有 些 初等 数学 的 数 科 书 中 ， 特 别 是 较 老 的 初等 数学 的 数 科 
书 中 ,我 们 有 时 磁 到 一 些 家 述 ,好 像 我 们 可 以 答 这 些 变 项 以 独立 的 


党 义 似 的 。 因 此 ,就 有 人 说 :“Z”,“y”,… 这 些 符号 , 也 指示 某 些 数 . 


或 量 ;“x”,，“y”，… 虽 然 不 是 指示 “常数 ”(“constant numbers”) 
(常数 是 由 常 丰 如 “0”,“1” 所 指示 的 ), 但 是 它们 却 指 示 那 些 所 诅 
“变数 ”(“variable numbers”) 或 “变量 ”(“variable quantities”)。 

这 种 膏 法 是 出 于 一 种 极 大 的 误解 。“ 变 数 ” z 不 可 能 有 任何 确定 的 
性 质 。 例 如 , 它 不 是 正 数 ,也 不 是 负数 , 也 不 等 于 零 。 或 者 说 ,的 
性 质 是 随 着 情形 不 同 而 变化 的 ;有 时 它 可 以 是 正 数 ,但 有 时 又 可 以 
是 负数 ,有 时 又 可 以 等 于 堵 。 这 样 一 种 东西 ,在 我 们 的 现实 世界 中 
根本 是 找 不 著 的 。 这 样 的 东西 如 果 存 在 于 现实 也 界 ， 那 将 会 是 过 


背 我 们 思想 的 根本 规律 的 9。 因 此 , 将 符号 区 分 为 常 项 与 变 项 , 着 


不 裘 示 在 数 方面 也 可 以 区 分 为 常数 与 变数 、 
$2， 包含 变 项 的 表达 式 一 一 
语句 滞 项 与 指示 莉 项 


由 于 变 项 本 身 是 没有 意义 的 , 所 以 , 像 
并 症 一 正 整 数 


AS 
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这 样 的 一 旬 话 ,也 就 不 是 语句 , 虽然 它们 具有 语 旬 的 文法 形式 。 它 
们 并 没有 表示 一 个 确定 的 断定 。 因 之 , 我 们 诫 不 能 肯定 它们 , 也 不 
能 否定 它们 。 我 们 用 一 个 表示 一 个 确定 的 数 的 常 项 来 代 换 
中 的 “x”, 只 有 这 时 , 我 们 才能 得 到 一 个 语句 。 例 如 我 们 用 符号 和 1? 
去 代 换 “zx”, 精 果 得 到 一 蔷 医 旬 ; 车 用 “二 ”去 代 换 “zx”, 精 果 得 到 一 
假 藩 句 。 这 样 的 一 个 表达 式 , 在 这 个 帮 达 式 中 包含 有 变 项 ， 同时 如 
果 用 常 项 去 代 换 这 些 变 项 ,, 这 个 表达 式 便 变 成 了 一 个 请 名 一 一 这 
样 的 一 个 表达 式 ， 我 们 将 它 呈 做 一 个 语句 夯 项 。 这 里 顺便 提 到 一 
下 ,数学 家 是 不 很 喜欢 用 * 散 名 丁 项 "这 个 名 己 的 ， 因 为 他 们 把 “ 西 
项 ?这 得 用 作 另 一 个 意义 。 他 们 志 多 地 将 “条 件 ”Ccondition) 这 一 
语词 ,用 成 我 们 所 说 的 “本 项 ”的 意义 。 完 全 由 数学 符号 (而 不 由 日 
常 匡 言 中 的 语词 ) 所 构成 的 语 旬 画 项 与 语句 , 例如 ， | 
十 二 5, 
数学 家 常常 时 它 做 公式 。 在 不 会 引起 误解 的 地 方 ,我 们 有 时 “ 诸 
名 到 "前 着地 可 对 信和 ” z : 
一 个 语句 画 项 中 的 变 项 的 作用 ,. 可 以 很 栓 当 地 绪 做 坑 空 白 “ 
六 中 的 六 毕 括 玫 所 形成 认 御 ， 正 澡 只 有 当 外 生 各 下 们 虹 
后 ,题目 才 得 到 一 个 确定 的 内 容 一 样 , 一 个 语句 两 项 只 有 当 变 项 都 
被 常 项 所 代 换 以 后 , 才 变 成 一 个 应 旬 。 在 一 个 语句 画 项 中 ,用 常 项 
去 代 换 变 项 一 相同 的 要 项 用 相同 的 常 下 去 代 换 一 其 桔 果 可 以 
得 出 一 个 睦 匡 名 ， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 就 脱 ， 常 项 所 表示 的 事物 


满足 这 个 特定 的 着 旬 画 项 。 例如 1,2 与 2 二 这 几 个 数 渍 届 下面 这 


个 证 语句 责 项 ， . 
zc 
但 是 ， 3, 4 与 4-3 这 些 数 就 不 注 足 这 个 | 族人 名画 项 。 
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除了 语句 画 项 ， ,还 有 别 的 包含 变 项 的 表达 式 值得 我 们 注意 ， 那 
就 是 指示 两 项 或 摹 状 画 项 。 一 个 指示 醒 项 或 章 状 两 项 是 这 样 的 表 
达 式 , 如 果 将 它 所 包含 的 变 项 换 为 常 项 ， 那么 ; 它 就 变 成 一 个 指示 
词 或 草 状 宙 , 例如 表达 式 ， 
: z 22 十 1 

便 是 一 个 指示 画 项 , 因为 如 果 用 一 个 任意 的 数值 常 项 ( 即 是 设 ,下 
示 一 个 数 的 常 项 ,如 “2”) 去 代 换 变 硕 “zx”, 我 们 便 得 一 指示 前 (或 
擎 状 词 ), 此 指示 词 表 示 一 个 数 ( 如 5)。 z 

”在 算术 中 所 见 的 指示 画 项 中 ,包括 了 所 有 的 所 误 代数 式 ,这些 

代数 式 是 由 变 项 ,数值 常 项 与 网 种 基本 算术 运算 的 特 号 所 构成 的 ， 
例如 ， 


% 


Xx+1 
一 2( 十 2 。 
y， ET yO—2) 


但 是 , 另 一 方面 ,代数 方程 式 , 即 是 用 “二 ” 将 两 个 代数 式 联 超 来 而 
成 的 公式 , 却 是 应 甸 画 项 。 在 数学 中 , 关于 方程 式 有 一 套 习 用 的 术 
语 。 在 方程 式 中 出 现 的 变 项 ， 叫 做 未 知 数 。 那 些 能 注 足 这 方程 式 
/ 的 歼 ,时 做 沪 方 程式 的 要 例如 , 在 方程 式 ; 
2 二 6 一 5 

中 , 变 项 “z "是 未 知 数 , 而 数 2,3 是 这 方程 式 的 根 。 

关于 用 于 算术 中 的 变 项 “zx”，“y”,…, 我 们 融 它 们 代表 那些 亦 
示 数 的 指示 词 , 或 者 说 , 数 是 这 些 变 项 的 值 。 这 话 的 大 意 是 就 ; 如 
” 果 用 表示 数 的 常 项 (而 不 是 用 表示 数 的 运算 的 表达 式 ,或 表示 数 与 
数 之 问 的 关系 的 表达 式 , 或 在 算术 范围 之 外 的 几何 图 形 、 动物 、 杆 
物 等 等 )@ 去 代 换 一 个 包含 “z”，“y”… 这 些 符号 的 请 名 画 项 中 的 
这 些 符号 , 那么 ， 这 个 记名 夯 顶 就 变 成 落 句 。 同样 的 , 用 于 几何 中 
芍 变 项 ,是 代表 那些 表示 点 与 几何 图 形 的 指示 词 。 在 算术 中 ,我 们 
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本 


所 币 见 的 指示 画 项 , 也 可 以 议 是 代表 关于 数 的 指示 鹿 。 有 时 ,我 们 
简单 地 脱 :“z",“y”… 这 些 符号 ,或 由 这 些 符号 所 构成 的 指示 西 项， 
是 表示 数 或 是 数 的 指示 间 。 但 是 , 这 只 是 一 种 省 隆 的 脱 流 @ 


85、， 应 用 变 项 形成 语句 一 一 全 
称 语句 与 存在 语句 


除了 用 常 项 去 代 换 变 项 以 外 , 还 有 一 个 方法 , 可 以 使 我 们 由 一 
个 医 名 画 项 得 到 一 个 语句 。. 让 我 们 来 研究 下 列 公 式 : 
.XCXy 二 本 
这 是 一 个 包含 两 个 变 项 “zey 语句 醉 项 , 任何 两 个 任意 数 都 可 
以 满足 这 个 方程 式 ， 各 果 我 罗 用 任何 下 汉 估 第 大 二 代 和 
7， 我们 总 是 得 到 一 个 和 的 公式 。 我 们 用 下 面 这 句 简单 的 医 表 示 
上 上 面 所 说 的 情形 : | 
对 于 任何 数 z 与 yz 二 y 一 3 十 工 
这 已 者 不 是 一 个 放 句 画 项 , 而 是 一 个 蕃 名 了, 而 且 还 是 一 个 其 薄 句 
了 ;人 它 是 算术 中 最 基本 的 定律 之 一 , 即 所 请 加 法 的 交换 律 .数学 中 
的 那些 最 重要 的 定理 都 同样 是 这 样 表示 的 , 即 一 切 所 请 全 称 语句 ， 
或 所 请 具有 普 台 性质 的 语句 ， 这 些 语句 断定 某 个 范 喀 中 的 任意 事 
物 (例如 , 在 算术 这 个 范畴 中 ， 任意 的 数 ) 都 具有 一 种 如 此 如 此 的 性 
质 。 我 们 必须 注意 的 是 在 表示 公称 匡 包 时 ，“ 对 于 任何 率 物 (或 
数 ) +, y…” 这 样 的 短语 常 被 省 略 掉 , 而 是 需要 我 们 在 思想 中 加 进 
去 的 。 例 如 ,算术 的 加 法 交换 律 ， 便 只 表示 为 下 面 的 东单 形式 ; 
| z TTYI=YJTT 
这 各 着 及 的 形式 ， 已 记 了 大 家 的 习 必用 法， 我 全 在 以 后 的 只 中。 
一 般 地 也 要 采取 这 种 用 法 。 
让 我 们 研究 下 面 这 个 艺名 画 项 : 


了 EE ~ 





这 个 其 的 公式 。 
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zy+1 

并 不 是 任何 两 个 数 痢 能 满足 这 个 公交， 例如 , 假设 我 们 用 “3* 代 换 
“zx 用 "4" 代 换 “y”, 我 们 便 得 到 

、 38>4+1 
这 是 一 个 假 匡 包 。 因 此 ,如 果 有 人 襄 : 

z 对 于 任何 数 Ey, 2Z>y 十 1 

那么 , 虽然 他 说 了 一 个 假 语句， 然而 却 无 疑 是 一 个 有 意义 的 藩 句 。 
但 是 ， 另 一 方面 ， 也 有 许多 对 的 数 洱 尽 上 面 这 个 语句 面 项 。 例如 ， 
如 果 以 “4” 与 <2” 分别 掉 换 “x” 与 “y”、 便 得 到 
4>2+1 - 

上 议 这 种 情形 一 某 些 陋 个 数 能 满足 >y+1 这 个 公式 一 
可 以 简单 地 表示 如 下 
”有 数 工 By, zytl / 

牙 者 用 一 更 党 采用 的 形式 ， | 
, . ” ”有数 工 与 》% 使 得 >yT1。 

上 面 这 些 表达 式 都 是 其 语句 ， 它 们 就 是 存在 语句 或 具有 存在 性 质 

的 证 名 的 例子 。 这 种 亡 句 表示 具有 某 某 种 性 质 的 事物 (如 数 ) 的 存 
在 。 - z | 
“应 用 上 述 方 法 , 我们 可 以 从 任何 荆 句 画 项 得 出 萌 句 ,但 是 ， 所 
得 出 的 荆 旬 是 芙 或 是 假 ， 孝 要 根 据 这 艺 甸 画 项 的 内 容 来 决定 。 更 
在 用 下 面 的 例子 作 进 一 步 的 说 明 。 | 

r=zx+1 

个 公式 是 任何 数 都 不 能 满足 的 。 因而 ， 不 痊 我 们 在 它 前 面 加 上 
“ 测 于 任 玫 ,或 加 上 “有 一 上 ”类 果 所 和 了 胡 旬 ， 总 是 假 

的 。 
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”和 公称 证 名 与 在 在 语 人 旬 相 对 ， 我 们 将 不 包含 任何 变 项 的 语 旬 ， 
”例如 ， 
3 二 2 一 2 十 8 
。 吓 做 单 称 请 句 。 我 们 将 翘 句 分 为 三 类 一 一 全 称 语句 、 存 在 语句 与 
单 称 钙 旬 一 一 这 个 分 类 并 不 已 经 穷尽 一 切 可 能 ， 因 为 有 很 多 荆 句 
不 能 分 属于 上 面 三 类 中 的 任何 一 类 。 例 如 , 像 这 样 的 语句 ; 

对 于 任何 数 工 与 9 有 一 个 数 思 使 得 
式 一 7 十 2 四 
这 样 的 证 多， 习作 怕人 (以 区 别 于 前面 所 讲 的 


于 村 和 学 志 者 


的 村 和 也 地 具有 六 村 二 的 存在 ,从 息 项 尖 守 “人 各 全， 
:有 别 的 数 Ce 的 存 在 


”下 ， 全 称 量词 与 存在 量 扯 ; 自 由  “、 


- 变 项 与 绝 束 变 项 
下 列 这 些 短 蕊 ，  - 
对 于 任何 X,Y **" 
与 ， 
有 TY, ', 使 得 


新 做 呈 婴 。 前 者 叫做 人 及 疝 ， 后 者 叫做 存在 量 讽 量词 也 可 
以 了 解 为 运算 子 。 得 是 ， 有 些 作为 运算 子 的 表达 式 ， 却 不 是 量词 。 
”在 前 一 节 我 们 已 释 就 图 襄 明 两 种 量词 的 意义 。 为 了 表明 它们 的 重 
要 意义 , 应 当 着 重 指出 ; 只 有 明显 地 或 隐 含 地 应 用 运算 子 , 才能 使 
一 个 包含 有 变 项 的 表达 式 变 为 一 个 语句 , 那 就 是 说 , 变 为 -一 个 确定 
的 命 古 。 在 数学 定理 的 表述 中 , 如 果 没有 相应 的 运算 子 , 变 项 的 应 
用 是 不 可 能 的 @。 
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在 日 常 语言 中 ， 虽然 可 以 用 变 项 ， 但 是 , 我 们 却 不 习惯 于 用 变 
项 。 由 于 同一 的 理由 ， 在 日 常 语言 中 也 不 用 量 制 。 然 而 在 日 常 语 
言 中 ,也 有 一 些 语 词 , 这 些 语词 在 一 般 用 法 上 与 量词 有 很 帘 切 的 联 
季 , 例 如 , “每 一 "、“ 所 有 ”“ 某 一 "、“ 茶 些 *"。 如 果 我 们 注意 到 ;: 

所 有 的 人 都 是 会 死 的 
或  ， 有 些 人 是 聪明 的 
这 两 个 日 常 应 言 中 的 证 名 分 别 地 与 下 面 这 两 个 用 量词 的 应 多 : 
对 于 任何 x, 如 果 “ 是 人 ,那么 工 是 会 死 的 
与 | . 

”有 一 z, 使 得 z 弃 是 人 又 是 聪明 的 | 
具有 差不多 相同 的 意义 , 那 末 , 日 常 语言 中 的 “每 一 ”、 “所 有 ”… 这 
些 语词 与 量词 之 阅 的 联系 ,就 很 容易 看 出 了 ， : 

”为 了 简便 起 见 ， 时 词 常用 一 些 符号 来 代替 。， 


我 们 用 
A 
来 代替 . 
对 于 任何 事物 (或 数 )z;y …。 
我 们 用 
加 
加 Xr ys" 
来 代替 


在 事 杨 (或 数 Jy : ,使 得 z 
按照 这 规定 , 例如， 闻 一 上 来 我 们 所 兴 的 那个 条 伯 负 存在 多 包 , 训 
可 以 用 下 面 的 形式 来 表示 ; 
(I) / ALECz= yt 


a i 


、 





™ 
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《用 “A” 代 粹 对 于 任何 数 X,Y” 用“ E" 代 蔡 * 有 一 数 2”， 并 将 在 量 
词 后 的 语 甸 范 项 放 在 括 弧 内 。) 

. 如 果 我 全 在 一 个 包含 变 项 “x”,“y”,“z”… 的 语句 画 项 前 面 ,加 
上 一 -个 或 几 个 运算 子 ; 而 这 一 个 或 几 个 运算 子 ,又 包含 了 所 有 这 些 
变 项 ,那么 , 这 个 语句 机 项 便 自 动 地 变 成 了 一 个 语句 。 但 是 , 如 果 
在 这 一 -个 或 几 个 运算 子 中 , 没有 包含 所 有 的 变 项 , 那么 , 这 个 语句 
而 项 ,还 仍然 是 一 个 语句 画 项 ,而 没有 变 成 一 个 请 名 ， 例如 ， 将 下 面 
对 于 任何 数 X、y、 之 ， 

有 数 XxX、y、z, 使 得 ， 
对 于 任何 数 x 与 y, 有 一 数 zx, 使 得 ， 
以 及 等 等 这 样 的 短语 中 的 任 一 个 短语 加 在 
1 X=y+z2 
的 前 面 , 那么 ， 就 得 到 一 个 三 句 了。 但 是 如 果 我 们 在 z=y+z 前 
面 仅仅 加 上 :; : : 
有 一 数 z， 使 得 : 或 E 
那么 ,我 们 还 并 不 能 得 到 一 医 旬 |， 而 我 个 所 得 出 的 痢 个 表达 式 , 即 :， 
CII) 四 下 (了 一 3 二 2) 
无 疑 是 一 个 语 请 旬 落 项; z 
大 为 如 果 我 用 两 个 党 项 去 答 换 上 面 公式 中 的 zy， 而 < 仍 相持 
原样 不 动 , 或 洪 , 在 上 面 公式 前 而 加 上 ” 
对 于 任何 Z 与 3 或 A， 
那么 , 上 面 那 个 公式 就 变 成 了 -个 医 句 。 
得 此 ,我们 知 闭 ， 在 一 个 栈 旬 画 项 中 所 可 能 出 现 的 变 藉 , 可 以 





过 个 呈 和 尖顶 下 的 轴 现 是 肯定 这 个 才 达 大 是， 个 二 站 RE 
是 一 个 名 的 决定 性 因素 。 为 了 要 使 这 个 语句 丽 项 变 记 症 句 ， 台 





10 第 部 分 通 可 的 元 来， 小 笃 万 法 


必须 将 这 些 自 由 变 项 换 为 常 项 ,或 在 这 人 人 个 语句 两 项 前 面 , 加 上 包含 
这 些 自由 变 项 的 运算 子 。 其 余 的 变 项 ， 是 做 狗 东 变 项 或 假 变 项 , 狗 
东 变 项 在 一 个 语句 画 项 转变 为 一 个 刻 名 中 是 不 变 的。 例如 ， 在 上 
面 (TD 那个 证 句 画 项 中 ,“z”y” 是 自由 变 项 ; “z” 出 现 两 次 ,是 一 个 
物 束 变 项 。 叉 例如， 上 面 的 (D 却 是 一 个 栈 句 , 它 包含 的 变 顶 都 是 
绝 束 变 项 。 

* 在 某 一 语 旬 画 项 中 出 现 的 变 项 ， 完 疯 是 自 自 由 变 项 还 是 锡 东 变 
项 , 这 完全 决定 于 这 个 语句 画 项 的 精 构 ， 即 是 悦 ， 完 全 决定 于 运算 

有 子 的 出 现 与 出 现 的 位 置 。 这 点 由 一 个 具体 例子 来 看 , 最 容易 明 自 。 
_ 让 我 们 来 研究 下 面 这 个 语 旬 两 项 

CID 对 于 任何 数 如 果 7 或 SA0， 那么， 有 一个 
数 z, 使 得 = 二 y*z。 

”。 在 这 个 画 项 前 面 , 有 一 个 包含 变 项 “zx "的 公称 量词， 因此 ， 在 这 个 
卫 项 中 出 现 了 三 次 的 “zc”, 在 它 出 现 的 任何 位 秆 上 , 都 是 -个 移 束 
变 项 。 第 一 -到 出 现 的 “zw 是 在 对称 量 莘 内 ， 而 底 为 量 齐 的 三 成 部 

分 。 第 二 .第 三 次 出 现 的 “x”, 都 是 被 量 项 约束 着 。“z” 的 情形 也 相 
类 似 。 因 为 ,虽然 (HT) 的 第 一 个 量词 中 没有 包含 “z” 这 个 变 项 , 然 
而 , 我 们 可 以 找 出 一 个 颖 句 画 项 , 这 个 弦 名 画 项 是 (IID) 的 一 个 组 
成 部 分 ,同时 , 前面 又 有 一 个 包含 “z” 的 存在 量词 。 即 是 ， 

(IV) 有 一 个 数 z, 使 得 X= 二 yz。 
(IV) 是 (IID 的 一 个 部 分 ,而 “z” 在 (IIT) 出 现时 ,都 出 现在 (IV) 这 个 

部 分 中 。 因 为 这 个 道理 ,我们 说 ,“z" 在 (IIT) 中 的 任何 地 方 ， 都 是 作 
为 一 个 物 东 变 项 出 现 。“z” 在 (ET) 中 第 一 次 出 现 ， 是 在 存在 量词 
中 ,是 存在 量词 的 一 个 部 分 ;“z” 第 二 次 出 现 ,是 被 存在 量词 镜 束 着 。 

在 (IID 中 还 出 加 一 个 变 项 “y”, 而 (LD 中 却 没 有 包 合 “y” 的 量 

宰 , 因 而, “y” 在 UID 中 是 作为 一 个 自由 变 项 出 现 两 炎 。 


0 
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量词 能 狗 束 变 项 (这 就 是 说 , 量 筒 能 将 在 它 后 面 的 语句 夯 项 中 
的 自由 变 项 变 成 鹊 东 变 项 ), 构成 量词 的 一 个 最 本 质 的 性 质 。 我 个 
知道 ， 有 许多 别 的 裘 达 式 也 有 与 量词 同样 的 性 质 。 它 个 中 的 某 -- 
些 ,我 们 将 在 $20 与 $22 中 讲 到 ; 其 它 一 些 , 例 如 复 分 符 号 ,在 高 等 
数学 中 起 着 重要 的 作用 。 “运算 子 ”是 一 个 一 般 的 名 词 , 用 来 表示 
一 切 具 有 这 类 性 质 的 表达 式 。* 


$5， 变 项 在 数学 中 的 重要 性 


由 83 里 我 们 已 知道 ， 变 项 在 表示 数学 定理 方面 是 起 着 重要 的 
作用 。 然 而 ,并 不 因此 就 可 得 内 ;不 用 变 项 在 原则 上 便 不 可 能 表示 
数学 定理 。 但 是 , 在 实际 的 数学 工作 中 , 不 用 变 项 , 就 很 难 做 到 。 
因为 , 如 果 不 用 变 项 , .就 是 比较 简单 的 语句 , 都 得 用 一 个 复 厅 而 难 
” 慌 的 形式 。 我 们 用 下 面 这 个 算术 定理 来 作 说 明 ， 
”对 于 任何 数 z 与 y， 23 一 J 二 (Zz 一 y)， C22+Ty+y) 
这 个 数学 定理 , 好 果 不 用 变 项 , 便 只 得 这 样 说 : z : 
任何 两 数 的 三 次 署 的 差 ， 等 于 此 两 数 之 差 乘 下 列 三 项 之 
和 : (1) 第 一 数 的 二 次 畴 ，(2) 第 一 第 二 效 之 和 ， (3) 第 二 数 之 
二 次 各 。 / 
从 因 亲 叙 济 的 观点 来 痢 ， 在 数学 的 证 明 方 面 ， 变 项 更 是 重 
要 @。 读者 如 果 尝 斌 一 下 ,将 本 书 以 后 所 讲 到 的 任何 证 明 中 的 变 项 
去 掉 , 他 便 会 相 答 我 的 话 了 。 还 必须 指出 , 在 本 书 下 文中 所 可 能 过 
到 的 证 明 , 比 高 等 数学 各 个 领域 中 的 一 般 证 明 ,要 简单 得 多 。 要 想 
作出 高 色 数 学 中 的 证 明 而 不 借助 于 变 项 , 将 会 天 过 非常 大 的 困难 。 
， 还 应 当 指 出 ， 由 于 变 项 的 引用 ， 我 们 才 发 展 了 一 种 如 方程 式 方 法 
这 样 非常 有 效 的 解决 数学 阐 题 的 方法 。 可 以 毫 不 专 大 地 就 ， 变 项 
的 发 明 , 是 数学 史上 的 一 个 转 振 点 。 由 于 用 变 项 , 人 类 获得 了 一 个 


” 
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工具 ， 这 个 工具 ， 为数 学 科学 的 互 大 安民 与 其 肖 樟 基 要 的 国生 不 
本 道路 .中 ” 
练 习 

1. 在 下 列表 达 式 中 ,哪些 是 薄 句 画 项 ? 哪些 是 指示 图 项 ? 

Ca) 工 是 能 被 3 除 尽 的 ; 

(b) 数 工 与 2 之 和 ! 

(c) yz2; 

(d) »°= . 

(e) Z 十 2<<y 十 3; 

GD (z+ -YD ' 

(g) 么 与 之 的 匡 亲 3》 

(h) 并 是 二 的 母 素 。 

2. 从 几何 学 的 范围 内 , 举 出 几 个 哺 句 本 机 与 指示 丽 项 的 例子 。 

3. 算术 中 只 包含 一 个 变 项 (但 这 个 变 项 在 一 特定 语 甸 画 项 中 
可 以 出 现 于 几 个 不 同 的 地 方 ) 的 语 旬 画 项 ,可 以 分 成 三 类 ; (i) 任 何 
数 都 满足 它 的 画 项 ，(i 任何 数 都 不 灌 足 它 的 画 项 , Gi 有 些 数 满 
“是 它 ， 但 其 他 的 数 却 不 满足 它 的 画 项 。 基 出 下 而 的 靖 句 而 基 属于 
电 一 类 ， 

(a) ZX+2=5+7; 
(bxzz=49 

(0 YG+D YD’ : 
. @ 在 古代 ， 洒 由 数 学 家 与 池 辑 家 就 已 色 应 用 了 变 项 ,虽然 扩 是 在 特殊 的 情况 与 

很 少 的 场合 应 用 了 它 ,在 十 七 世纪 初 年, 主要 由 于 法 国 数学 罕 亲 他 的 影响 , 人们 地 开始 
系统 地 、 一 致 地 应用 变 球 , 将 变 项 应 用 到 数学 的 研究 上 去 。 然 而 ,直到 十 九 世 和 末年, 由 


于 量 鹿 这 个 构 仿 的? | 用 ， 变 项 在 科学 衣 吐 方 面 ， 特别 在 数学 理 葵 的 表述 广 面 的 功用 ， 地 
级 人 们 完 冯 认 虐 这 主要 应 归功 于 杰出 的 类 因 下 加农 与 本 学 守 皮 尔 斯, 


了 


玉生 和 





所 
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(d) y+ 24>36; 


“(ee) z==0 或 z 二 0 或 z>0; . ， 


《人 Z+24>z+36。 
4. 从 算术 范围 内 ， 举 出 关于 全 称 定理 、 契 对 的 存在 定理 与 条 件 
的 存在 定理 的 例子 。 
5.- 在 语句 画 项 
XY | | 
前 面 ， 加 上 包含 “Xx” 与 “y ”的 量词 俐 可 以 由 此 得 出 各 种 话 得 何 ， 如: 
对 于 任何 数 工 与 ， 工 9 
对 于 任何 数 ,有 一 数 多 使得， 和 盖 y 
有 一 数 y, 使 得 :对 于 任 和 刹 数 ，Zy。 
一 共有 天 个 能 情形 , 请 一 一 表示 出 来 ,并 指出 它们 中 国 哪些 
是 鞭 的 。 
.6. 像 第 5 题 一 样 ,在 证 句 画 项 
TX+y >1 
5 
是 的 父亲 


前 面 ,加 上 各 种 量 记 ,并 指出 哪些 是 的 (假定 后 一 薄 旬 画 项 中 的 


“zx 39 和 y” 代 洋人 如)。 


7 写 册 一 个 与 下 列 语句 有 相同 意义 的 日 常 下 句 ， 并 且 不 包含 


量词 或 变 项 : 
对 于 任何 Zz; 如 果 工 是 狗 ， 那么 , 有 一 一 个 很 好 的 噬 觉 。 


的 意义 : 
”有 些 站 是 有 每 的 。 
9. 在 下 列 各 玫 达 式 中 ， 分 别 哪 些 是 自 由 变 项 ， 哪些 是 钩 束 变 


8. 用量 亡 与 变 项 作出 一 个 语句 ， 这 个 话 包 与 下 一 语句 有 相同 


tr 
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(a) Z 是 能 被 了? 除 尽 的 : 
(b) 对 于 任何 z， 工 一 y 一 工 十 (一 匀 
(c) 如 果 z<y 那 么 ,有 一 数 = 使 得 
XY Hy; 
Cd) 对 于 任何 数 风 如果 0 那么 ,有 -- 数 x, 使 得 ; 区 一 y*z; 
(e) 和 如果 7 一 》 与 ?0, 那么 ,对 于 任何 数 z, Z> 一 2 
“(f) 如 果 有 一 数 y 使 得 之 >32, 那么 ,对 于 任何 数 zi z> 一 22。 
再 用 8$4 里 的 符号 代 换 上 面 表 达 式 中 的 量 阐 。 


“*10. 如 果 将 在 9 题 (e) 那个 语句 画 项 中 两 次 出 现 的 “z” 换 为 


“?”, 我 个 便 得 到 一 个 才 达 式 , 在 这 个 表达 式 中 的 某 个 地 位 ,“y” 是 作 
和 由 变 项 出 现 , 在 另 一 个 地 位 ,“y" 双 作为 狗 束 变 项 出 现 。 癸 指出 
“y” 在 哪个 地 位 是 自由 变 项 ,在 哪个 地 位 又 是 物 束 变 项 , 理由 为 何 ? 
” 《在 一 表达 式 中 , 同一 个 变 项 在 有 些 地 位 上 是 役 束 变 项 ,在 另 
一 些 地 位 上 双 是 自由 变 项 , 运算 起 来 便 感觉 困难 ;有些 还 辑 家 有 见 
于 此 ， 便 加 絮 用 这 样 的 表达 式 ， 并 县 不 将 这 种 表达 式 看 作 吓 组 句 面 
项 。) 
*11. 就 作 一 个 比较 普 副 的 出 明 。 在 基 委 条件 下 ， 二 个 变 硬 在 
一 得 出 指 咱 名画 项 中 的 某 一 地 位 作为 自由 变 项 或 狗 束 变 项 而 出 
现 久 。 ” 
12. 指出 哪些 数 滞 足下 面 的 语 钓 函 项 ，  “、. 
: 。 有 一 数 y， 使 得 二， 
哪些 数 江 足 下 面 的 请 得 句 画 项 : 
有 一 数 y， 使 得 x*y 二 1。 


5 
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(I) 论 希 句 演算 
8$6， 滨 辑 常 项 ; 旧 带 辑 与 新 遥 辑 、 

每 一 门 科 学 中 所 需要 应 用 的 常 项 ， 可 以 分 为 两 种 。 第 一 种 党 
项 , 就 是 某 站 科学 所 特有 的 语词 。 例 如 , 算术 中 指示 个 别 的 数 、 数 
的 类 、 数 与 数 癌 的 关系 或 数 的 运算 等 等 的 那些 语词 ,都 是 属于 第 一 
种 常 项 。 在 $1 中 作为 例子 的 那些 常 项 , 便 是 属于 第 一 种 常 项 。 另 
一 方面 ,还 有 一 些 在 完 大 多 数 的 算术 语句 中 都 出 现 的 , 具有 非常 普 
副 的 性 质 的 语 鹿 ， 这 些 应 鹿 我 们 无 沦 在 日 常 语言 中 以 及 在 一 切 科 
学 领域 中 都 会 过 到 它 倍 ， 它 们 是 优 达 人 类 思想 与 在 任何 领域 中 进 
行 推 首 所 不 可 缺少 的 工具 , 例如 “不 >“ 与 5 “或 ?5“ 是 5 “每 一 ”， 
“有 些 ”……; 这 些 语 词 都 属于 第 二 种 常 项 。 于 是 , 就 有 一 四 被 认为 
是 各 固 科 学 的 基础 的 学 并 ， 即 是 玩 辑 。 渤 辑 这 门 学 间 是 要 建立 第 
二 种 语词 的 确切 意义 , 与 关于 这 些 语词 的 最 普 副 的 定律 。 


琐 辑 很 早 就 发 展 成 一 站 独立 的 科学 ， 甚 至 于 比 筑 术 和 几何 都 


要 早 。 轻 过 一 个 几乎 是 完全 停 汪 的 长 时 期 ， 这 站 学 间 直 到 最 近 才 
开始 一 个 巨大 的 发 展 ;在 这 个 发 展 过 程 中 , 它 痉 历 了 一 种 彻底 的 转 
变 而 成 为 一 四 具有 与 数学 类 似 的 性 质 的 学 间 。 这 种 转变 后 的 新 寻 
辑 , 就 是 所 请 数理 过 可 ,或 注释 物 辑 ,或 符号 隶 辑 ;有 时 我 们 也 叫 它 
做 还 辑 斯 蒂 Q (logistic)。 新 琐 辑 在 很 多 方面 都 超过 旧 膛 辑 ， 这 不 
仅 是 由 于 新 琐 辑 的 基础 的 精 实 与 所 用 的 方法 的 完善 ， 而 且 主 要 地 
是 由 于 新 运 辑 所 建立 起 来 的 丰富 的 概念 与 定理 。 基 本 上 就， 旧 的 
和 传统 时 辑 只 是 新 轴 辑 中 的 一 个 片断 部 分 ,而 且 这 个 部 分 ,从 其 他 科 
学 ,特别 是 从 数学 方面 的 要 求 看 , 是 完全 不 重要 的 。 因 此 ,由 于 本 
书 的 目的 所 在 ， 在 本 书 的 整个 篇 幅 中 将 很 少 有 机 会 来 时 论 传 入 滔 
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加 方面 的 天 是 .中 


87， 语 句 演算 ; 语句 的 否定 , 合 取 式 与 析 取 式 


”在 具有 琐 辑 人 性 质 的 语词 中 ,有 一 小 组 重要 的 请 丧 ,， 包 括 “ 不 水 
“和 而且"“ 或 " “如 果 …, 那么 …” 这 样 的 语词 。 在 日 常 语言 中 y 我 们 
就 很 熟悉 这 些 语词 ,我 们 应 用 这 些 语 词 从 简单 语 旬 构成 复杂 语句 。 
在 文法 上 ， 它 们 被 归属 于 所 谓语 句 联 词 。 仅 仅 就 这 一 个 交 法 的 性 
质 襄 ， 这 些 语词 的 出 现 井 不 体现 出 一 门 专 装 科 学 的 特殊 性 质 。 建 
立 这 些 蓄 蛮 的 意义 与 用 法 , 是 还 辑 的 一 个 最 初步 的 , 也 是 最 基本 的 
部 分 的 工作 一 一 这 个 部 分 就 是 语句 演算， 有 时 也 叫做 命题 演算 ,或 
不 太 恰 当地 , 吓 做 演 沟 理 前 。@@ 

现在 我 们 要 计 芥 语 名 演算 中 的 那些 最 时 要 的 语词 的 意义 @。 

借助 于 “了 巴 ” 这 个 字 , 我 们 可 以 形成 任何 语 多 的 大兴 两 个 
证 名 如 果 其 中 的 一 人 个 语句 是 另 一 个 语句 的 否定 ， 这 两 人 个 语句 就 吓 
做 互相 矛盾 的 语句 。 在 语句 演算 中 ,“ 不 ” 字 是 放 在 整个 应 名 前 面 
的 ， 但 在 日 常 语言 中 , “不 ” 字 通 常 是 放 在 动 词 前 面 。 在 英文 的 日 党 





@ 鹏 性 是 杞 元 前 四 世 希 脂 大 思想 家 亚 里 十 多 德 (Aristotle) 创 立 的 ; 亚 里 士 多 
德 的 玩 厚 著 作 , 都 收集 在 (工具 得 》(Organon) 一 书 中 。 但 是 ,数理 愤 辑 的 创立 人 ， 应 访 
彼 认 为 是 十 七 世 和 起 的 德国 哲学 家 与 大 数 华 家 素 布 尼 葡 。 然 而 菜 布 尼 葡 的 还 辑 著作 并 没 
有 能 对 于 愤 辑 研究 的 进一步 发 展 产 生 影响 ， 有 一 个 时 期 菜 布 尼 区 的 还 辑 著 作 其 至 淹没 
无 并 。 数 理 渤 辑 的 继 炉 发 展 , 只 是 在 十 九 世 纪 中 时 , 即 英国 数学 家 布尔 的 玩 辑 采 统 发 形 
的 时 候 才 开始, 他 的 主要 著作 是 :《 思 想 规 律 的 研究 》(An Investigation of the Laws 
of Thought，1854 年 偷 敦 初版 )。 到 现在 止 , 怀特 海 (A. N. Whitehead) 与 罗素 的 划 
时 代 的 著作 《数学 原理 》CPrincipia JMathematica, 1910 一 1918 剑桥 初版 ) 仍 是 新 姥 辑 

学 的 最 完善 的 类 现 ，。 
© 历史 上 第 一 个 器 句 演算 条 张 ， 出 现 于 德国 题 辑 农 弗 末 格 (G. Frege, 1848 
.31925) 兵 的 获 作 :《 概 念 符号 条 统 》 (Begriffsschrift) 中 。 弗 菜 格 无 疑 弛 是 十 九 世 纪 最 何 
大 的 滔 辑 学 家 。 当 代 杰 出 的 波兰 潍 相 家 与 沁 辑 史家 路 加 西 准 净 (J. Lukasiewicz), 又 成 
巧 地 答 予 语句 谢 算 一 个 特别 简单 , 精确 的 形式 ,引起 了 对 器 句 演算 的 广泛 研究 . 
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语言 中 ， 和 如 果 需 要 将 “ 孙 ” 这 个 语 鹿 放 在 一 个 语句 的 前 面 , 就 需要 用 
“这 并 不 是 ;”(it is not the case that) 这 个 短语 来 代 蔡 “了 邓 ” 这 个 
语词 。 例 如 : 
1 是 一 焉 整数 。 
这 个 语句 的 否定 就 是 ， z 
1 了 矛 是 一 正 整 数 ， 
或 

这 并 不 是 : 1 是 一 正 整 数 。 

在 任何 时 候 , 我 们 襄 出 一 个 语 甸 的 否定 , 我 个 的 意思 是 表示 ;这 个 
省 名 是 假 的 .如 果 这 个 落 句 事 笑 上 是 假 的 ,那么 ,这 个 证 名 的 和 否定 便 
是 鞭 的 ;如 果 这 语句 事实 上 是 里 的 ,那么 , 这 语句 的 否定 便 是 假 的 。 

用 “而且” 这 个 词 将 两 个 或 两 个 以 上 的 语 甸 联合 起 来 , 精 果 便 
形成 了 一 个 合 取 式 或 还 辑 积 ; 被 联合 在 合 取 式 中 的 那些 范 名 , 吓 做 
合 取 式 的 元 素 (member)， 或 叫做 偿 辑 积 的 Cactor), 例如 ， 如 
果 将 下 面 两 个 语句 

2 是 一 正 整 数 
与 
92<<8 

这 样 联合 起 来 ， 便 得 出 下 面 这 个 合 取 起。 

2 是 一 正 整 数 ,而且 2<3。 z 
断定 两 个 语 旬 所 构成 的 合 取 式 , 就 等 于 断定 这 两 个 语 甸 都 是 轿 的 。 
如 果 事 舌 上 这 两 个 庄 语 甸 都 是 芙 的 , 那么 ,这 个 合 取 式 便 总 其 的 ; 但 
二 只 要 这 两 沙包 中 至少 有 一 个 证 名 是 假 的 , 那么 ,这 个 全 到 式 便 
是 假 的 。 

用 “或 ” 字 将 两 个 或 两 个 以 上 的 语 名 联合 起 来 ， 便 得 出 一 个 这 
些 语 旬 的 析 取 式 , 后 考 也 叶 做 还 辑 和 。 9 民 帮 到 了 的 那些 请 多 ， 下 


ty ict ep tpt Ee a 汪 下 cd， 
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常 族 理 中 至 少 有 两 个 不 同 的 意义 ,一 个 是 可 稼 的 “或 ", 另 -一个 不 可 
策 的 “或 "。 如 果 “或 ” 字 用 成 可 繁 的 意义 , 那么 , 两 个 语句 的 析 取 
式 ,只 表示 这 两 个 语句 中 至 少 有 一 个 语 旬 车 ,而 对 于 这 两 个 语 旬 是 
否 能 同 辕 ,没有 任何 表示 。 如 果 “ 或 "用 成 另 一 个 意义 ， 即 用 成 不 
可 条 的 意义 , 那么 ,两 个 语句 的 析 取 式 是 断定 : 这 两 个 语 包 中 之 一 
是 中 的 , 而 另 一 个 是 假 的 。 假 定 我 全 在 书店 里 看 到 一 个 通告 ， 
教师 或 大 学 学 生 可 以 享受 特别 的 减 价 优待 。 

这 里 “或 "这 个 语词 无 疑 地 是 用 成 第 一 个 意义 ， 因 为 这 个 通告 
并 不 想 表 示 : 是 数 师 同时 又 是 大 学 学 上 生 的 人 不 能 享受 产 价 优待 . 另 
一 方面 , 如 果 一 个 小 孩子 要 求 上 午 带 他 去 散步 ,下午 带 他 去 看 戏 ， 
而 我 们 这 样 答复 他 ， . 

不 ,我 们 去 散步 或 者 我 们 去 看 戏 。 
这 里 的 “或 "这 个 语词 ,很 显然 是 用 成 第 二 个 意义 , 因为 我 个 只 想 答 
应 他 的 两 个 请 求 中 的 一 个 。 在 还 辑 与 数学 中 ,“ 或 ” 这 个 语词 总 是 
用 成 第 一 个 意义 , 即 是 可 委 的 意义 。 因 之 一 个 两 个 语句 的 析 取 式 ， 
如 果 两 个 庄 多 或 至 少 其 中 一 个 语句 是 芙 的 ， 这 个 析 取 式 就 被 认为 
是 轩 的 。 如 果 两 个 语句 都 是 假 的 , 那么, 这 个 析 取 式 才 是 侵 的 。 例 
如 ,虽然 我 们 知道 有 些 数 既 是 正 数 又 小 于 3, 我 们 仍然 可 以 断定 ， 
每 一 个 数 都 是 正 数 或 小 于 3。 

为 了 避 驶 鹿 解 ,在 日 常 语言 和 在 科学 应 首 中 一 样 ,我们 最 好 将 “或 ” 
这 个 语词 用 成 第 一 个 意义 ,而 当 我 们 想 要 焉 示 第 二 个 意义 时 , 使 用 
“或 者 … 或 者 ”这 个 方式 ,这样 是 会 有 许多 便利 的 ，。 

* 即 使 我 们 将 “或 "这 个 语词 限制 到 可 繁 的 意义 ,日常 语言 中 的 
“或 "的 用 法 与 遇 辑 中 的 “或 "的 用 法 还 有 很 大 的 差别 。 在 日 常 语言 


.中 ,用 或 "这 个 语词 联合 起 来 的 两 个 语句 , 兽 在 形式 上 与 内 容 上 有 


i ”i 
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某 种 联系 。(“ 与 ”这 个 诈 词 的 用 法 也 是 如 此 , 不 过 程度 殉 轻 肾 了 。》 
这 种 联系 的 性 质 宪 费 如 何 ， 是 并 不 很 清楚 的 。 对 于 这 种 联系 要 作 
一 个 详 姐 的 分 析 与 说 明 , 将 会 碰 到 相当 大 的 困难 。 无 论 如 何 , 不 熟 
悉 现代 退 辑 语言 的 人 , 很 难 认为 下 面 这 样 的 语 
: 2*2 一 5 或 媒 约 是 一 大 城 - z 
是 一 个 有 意义 的 裘 达 式 ， 当 然 更 不 会 认为 它 是 一 句 鞭 语句。 在 日 
常 的 英文 语言 中 , “或 " 字 的 用 法 是 受 了 一 些 心理 因素 的 影响 的 ,在 
通常 情形 下 , 只 有 当 我 们 相信 在 两 证 名 中 有 一 个 是 芙 的 ,而 不 知道 
哪 一 个 是 其 的 时 候 ， 我 倍 才 断定 这 两 个 语句 的 析 取 式 。 假 如 我 们 
在 正常 的 光 六 之 下 看 一 片 草地 ,我 们 就 不 会 襄 ; 这 片 草 地 是 头 色 的 
或 是 茧 色 的 。 因 为 我 们 能 够 说 一 句 更 简单 也 更 确定 的 话 , 即 是 : 这 
草地 是 缘 色 的 。 有 了 时 甚至 我 何 认为 :一 个 人 如 果 说 了 一 个 析 取 式 ， 
”这 就 吉 示 这 个 人 承认 他 不 知道 析 取 式 中 哪 一 个 元 素 是 芙 的 。 假 如 
我 全 后 来 发 觉 ， 这 个 人 说 那个 析 取 式 时 明知 道 其 中 一 个 一 一 特别 “ 
是 如 果 他 明知 道 哪 一 个 一 一 元 素 是 假 的 , 那么 ,即使 这 个 析 取 式 中 
的 其 他 元 素 是 真 的 ， 我 偶 仍 然 会 认为 这 个 析 取 式 是 假 的 。 让 我 何 
设想 , 我 们 问 一 个 朋友 , 你 甚么 时 候 离 开 ? 他 说 ; 今天 或 者 明天 或 
者 后 天 。 假 使 我 们 以 后 发 觉 , 他 在 襄 这 句 话 时 , 就 已 元 决定 了 要 当 
天 离开 , 我 们 大 衬 会 认为 , 他 是 故意 欺 弄 我 们 , 他 说 了 一 句 议 话 。 
现代 静 辑 的 创立 者 们 在 把 “或 "这 个 语词 引 和 大 他 们 的 研究 领域 
, 中 时 , 《也许 是 不 自觉 地 ) 要 求 简化 “或 " 的 意义 ,使 它 变 得 更 清楚 
些 ， 并 且 独 立 于 一 切 心理 因素 ， 尤 其 是 独立 于 认识 的 存在 或 不 存 “ 
在 。 千 果 , 他们 便 将 “或 "的 用 法 放宽 了 ,即使 两 个 荞 名 在 形式 上 或 
内 容 上 没有 联系 , 他 个 认为 , 这 两 个 语句 所 构成 的 析 取 式 还 是 一 个 
有 意义 的 整体 。 因 此 ， 近 代 滔 粗 家 使 一 个 析 取 式 的 其 假 一 一 和 一 
个 否定 式 或 合 取 式 的 其 假 一 样 一 一 仅仅 决定 于 这 个 析 取 式 所 包 合 


和 . 





20 第 一 部 分 ”于 四 约 元 来 ， 演 和 炮 方 沁 





的 元 素 的 芙 假 。 因 此 ， 我 们 如 果 从 现代 玩 避 所 栓 巴 " 或 "的 总 叉 来 
看 , 那 示 ,下 列 改 达 式 ， 

”2"2 一 5 或 媒 欧 是 一 个 大 城市 z 
就 是 一 个 有 意义 的 请 名 而 且 是 一 个 轩 的 证 旬 ， 因 为 这 个 析 取 式 的 

第 二 个 元 素 确 是 其 的 。 同 样 ， 假 如 我 们 的 朋友 在 答复 他 何 时 离开 
这 个 问题 时 , 他 所 用 的 “或 ” 字 也 是 严格 的 还 辑 意义 下 的 “或 ”， 那 
全 ,我 们 必须 认为 他 的 答复 是 莫 的 ,不 管 我 们 对 他 的 动机 有 如 何 想 
法 。 


$8， 获 面 式 或 条 件 语句 ; 实质 获 用 


如 果 我 们 用 “和 如果 …, 那么 , ”将 两 个 语句 联 楼 起 米 , 我 们 就 得 
到 一 个 复合 语句 , 这 个 复合 语句 ,就 中 做 一 个 化 西式 或 条 件 话 
“如果 ”所 引导 的 那个 附属 子 名 ,叫做 前 件 Cantecedent)，“ 那 未 ” 所 
引导 的 那个 主要 子 句 ,叫做 后 件 (consequent). 我 们 断定 一 个 牙 
男 式 时 ， 我 们 就 是 断定 : 前 件 划 而 后 件 腿 这 样 情况 是 次 有 的 。 因 
”之 ,在 下 列 三 个 情形 的 任 一 情形 下 ， 
(1)〉 前 件 与 后 件 都 芙 ， 
《2) 前 作假 而 后 件 鞭 ， 
(8) 前 件 与 后 件 都 假 ， 
一 个 茜 画 式 都 是 喘 的 。 只 有 在 第 四 个 可 能 的 情形 下 ， 即 前 件 四 而 
后 件 假 , 整个 的 蒜 画 式 才 是 假 的 。 由 此 可 以 得 出 ;如果 一 个 人 承认 
一 个 获 画 式 是 四 的 , 并 且 又 承认 这 个 车 画 式 的 前 件 是 芙 的 , 那么 ， 
他 就 必得 承认 这 个 蒜 画 式 的 后 件 是 芙 的 ; 同时 , 如 果 一 个 人 承认 一 
”个 著 画 式 是 芙 的 , 并 且 又 否定 这 个 蓝 函 式 的 后 件 , 认为 它 是 假 的 ， 
那么 , 他 就 必得 否定 这 个 著 画 式 的 前 件 ,认为 它 是 假 的 。 
”* 同 析 取 式 的 情形 一 样 , 胃 辑 中 的 忒 画 式 的 用 法 与 日 常 语言 中 
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的 苇 画 式 的 用 法 有 相当 大 的 差别 。 在 日 常 语言 中 ， 只 有 当 两 个 庄 
旬 有 某 种 形式 与 内 容 上 的 联系 时 ,我 们 闻 用 “如 果 … 那 么 …” 把 这 
两 个 语句 连接 起 米 , 我 们 很 难 一 般 地 说 明 这 完 昔 是 一 种 什么 联系 ， 
只 在 有 些 情形 下 ， 这 种 联系 的 性 质地 比较 明显 。 这 种 联系 常常 和 
某 种 确信 车 合 在 一 起 ， 这 个 确 价 就 是 ， 后 件 必然 可 以 由 前 件 而 推 
出 ;也 就 是 说 , 如果 我 们 假定 前 件 是 其 , 我 们 就 会 不 得 不 假定 后 件 
也 是 鞭 ( 其 至 可 能 确 代 ,我们 可 以 根据 某 种 普通 定律 从 前 件 中 把 后 
件 推出 来 , 虽然 这 个 普 融 定律 我 们 不 一 定 能 明确 地 说 得 出 米 )。 同 
样 , 在 这 里 也 表现 出 一 个 外 加 的 心理 的 因素 ; 通常 的 情形 是 , 只 有 
当 我 们 对 前 件 和 后 件 是 否 里 没有 确切 的 认 襄 时， 我 们 才 作 出 或 断 ， 
定 一 个 蕉 画 式 ; 否则 ,用 一 个 著 画 式 似 乎 就 很 不 自然 ,并且 会 引起 
”人 怀疑 到 它 的 意义 和 鞭 实 性 。 

下 面 的 例子 可 以 作为 一 个 说 明 。 让 我 们 来 考虑 下 面 这 个 物理 
定律 ， : / 
”一切 金属 痢 是 有 延展 性 的 。 

让 我 们 用 包含 变 项 的 式 画 式 将 这 个 定律 才 示 如 下 。， 

”如 果 工 是 金属 ,那么 ,就 是 有 延展 性 的 。 
我 们 如 果 相 信 这 个 普 浙 规律 是 芙 的， 我 们 也 就 相信 这 普 汤 定律 的 
圣 殊 例证 也 是 芙 的 , 即 是 说 ，, 也 就 相信 ,用 表示 任何 物质 如 铁 、 粘 
土 、 木头 的 语 鹿 去 代 换 z 而 得 出 的 基价 式 也 是 趴 的 。 用 铁 、 粘 士 、 
木头 代 换 上 面 那 个 普 沁 规 律 中 的 x, 便 得 到 下 面 的 庄 句 ， 

如 果 铁 是 金属 , 那么 , 铁 是 有 廷 展 性 的 ， 

如 果 粘 土 是 金属 ,那么 , 糙 土 是 有 延展 性 的 ， 

如 累 床 头 是 金属 ,那么 ;木头 是 有 延展 性 的 。 
而 事实 上 也 的 确 是 , 这样 代 换 所 得 的 语句 ,都 满足 了 一 个 甘 的 功 画 
式 所 要 求 的 条 件 , 即 : 没有 前 件 轿 而 后 件 假 的 情形 。 此 外 , 我 们 还 
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“可 以 注意 到 ; 这 些 语句 中 的 前 件 与 后 件 之 站 有 一 种 铬 切 的 联系 ;这 
个 联系 的 形式 的 表现 就 是 前 件 的 主宰 与 后 件 的 主宰 是 同一 的 。 大 
且 我 们 还 确 借 :如果 假定 这 些 匣 画 式 中 的 任何 一 个 蓝 画 式 的 前 件 ， 
”例如 , 铁 是 金属 ,是 里 的 , 我 个 就 可 从 这 个 前 件 推理 它 的 后 件 ， 例 | 
如 , 铁 是 有 延展 性 的 ; 因为 我 们 可 以 诉 落 于 这 样 一 个 普通 的 规律 即 
一 切 金属 都 是 有 延展 性 的 。 

但 是 , 虽然 这 样 ， 上 面 所 规 的 语句 中 有 几 个 语句 ， 从 日 常 放言 
的 观点 看 来 ， 似 乎 是 不 自然 并 且 可 疑 的 。 对 于 上 面 那个 普 温 的 著 
了 两 式 ,或 对 于 用 茶 些 语词 , (这 些 话 词 所 表示 的 东西 是 金属 与 否 ,或 
有 延展 性 与 否 , 我 们 根本 不 知道 ,) 去 代 换 那个 普 逼 区 画 式 中 的 “z” 
而 得 出 的 语句 , 我 们 不 会 觉得 它 不 自然 或 可 疑 。 但 是 , 如 果 我 们 用 
“ 铁 ” 去 代 换 “z”， 我 们 得 出 一 个 滞 旬 ， 它 的 前 件 与 后 件 我 们 都 知道 
是 芙 的 ;在 这 种 情形 下 , 我 们 就 不 会 去 用 一 个 苑 画 式 , 而 喜欢 用 下 
面 这 个 表达 式 ， : 

因为 铁 十 金属 ,所 以 铁 是 有 延展 性 的 。 
同样 如 果 用 “粘土 "去 代 换 “x”, 我 们 得 出 一 个 前 件 假 而 后 件 莽 的 
藉 画 式 ;在 这 种 情形 下 , 我 们 也 不 会 去 用 一 个 蕉 画 式 ,而 会 说 ， 
最 然 粘 土 不 是 金属 , 宅 部 是 有 延展 性 的 。 
最 后 , 如 果 我 们 用 “木头 ”去 代 换 “z”, 千 果 得 出 一 个 前 件 与 后 件 都 
假 的 医 画 式 ; 在 这 种 情形 下 ,如果 我 们 还 想 保 持 “ 如 果 … 那 么 …” 这 
个 获 责 式 的 形式 的 话 , 我 们 就 会 要 改变 动 蛮 的 请 气 , 褒 成 ， 
如 果木 头 亮 是 金属 ,那么 木头 将 训 是 有 延展 性 的 了 。 

但 是 ， 由 于 考虑 到 科学 语言 的 种 各 要 求 ， 远 辑 学 家 对 于 “如 
果 … 那 么 …” 这 个 短语 采取 了 和 他 们 对 “或 ”这 个 语词 所 采取 的 同 
一 态度 。 他 们 决定 简化 并 且 明 确 “ 和 如果 … 那 么 …” 的 意义 ， 并 使 
“加 果 … 那 么 … 摆 脱 种 种 心理 的 因素 。 为 此 , 他们 放宽 了 “各 果 … 


时 站 了 Yi 各 大 下 招生 掉 放生 人 二 二 让 二 投下 全 机 是 区 -二 昌 时 天 坟 本本 有 开征 三 志 时 生生 PE 让- 棋 肝 卫 际 共生 -二 和 表征 1 二 本 让 : 林 和 尖 扩 天生 
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那么 …” 的 用 法 ; 即使 一 个 匣 画 式 的 前 件 与 后 件 没 有 任何 联系 ， 他 
们 仍 把 这 个 蓝 画 式 看 作 是 一 个 有 意义 的 语 旬 ;同时 , 他 们 使 一 个 藉 
郴 式 的 其 假 完 全 决定 于 它 的 前 件 与 后 件 的 具 假 。 这 种 蒜 画 式 ， 就 
是 当代 选辑 中 所 谓 的 实质 菇 画 (Gimplication in material meaning 
或 material implicationy ， 实质 昔 画 不 同和 形式 秆 夯 〈implication 
in formal meaning 或 formal implication); 保 证 形式 著 画 有 意义 与 
芙 实 的 必要 条 件 , 是 前 件 与 后 件 之 阅 有 共 种 形式 上 的 联系 。 形式 萎 
画 这 个 购 念 并 不 十 分 清楚 ; 但 是 , 无论 如 何 , 形式 落 画 这 个 概念 要 
瑟 实 质 葵 画 这 个 概念 狭 罕 ; 也 就 是 说 , 任何 一 个 有 意义 的 而 且 鞭 的 
形式 荐 殴 必 然 同 时 是 一 个 有 意义 的 而 且 其 的 实质 粮 夯 , 但 是 , 任何 
”一 个 有 意义 的 而 且 凌 的 实质 条 画 不 必 同 时 是 一 个 有 意义 的 而 且 鞭 
为 了 要 说 明 上 面 的 道理 ,我 们 现在 来 研究 下 列 四 个 语句 ， 
如 果 2*2 二 4, 那 么 ,大约 是 一 大 城市 。 
如 果 2.。9 二 5, 那 么 ,纽约 是 一 大 城市 。 
如 果 2.92 二 4, 那 妈 , 妞 约 是 一 小 城市 。 
如 果 2。2 一 5, 那 么 , 直 的 是 一 小 撕 市 。 
在 日 党 证 首 中 ,这 些 语 句 很 难 被 认为 是 有 意义 的 , 更 不 会 认为 是 鞭 
的 语句 。 但 是 , 另 一 方面 , 从 数学 与 滔 辑 的 观点 看 , 这 些 匡 名 却 都 是 
有 意义 的 语句 , 并 且 除 了 第 三 旬 是 假 的 以 外 , 其 余 都 是 展 的 语句。 
当然 ， 我 们 这 样 说 并 不 等 于 说 上 面 这 样 一 些 语句 从 任何 观点 看 有 
什么 特别 重要 的 意义 ， 或 我 们 会 去 用 它 俩 来 作 我 们 其 证 的 前 提 。 
把 上 面 所 说 明 的 日 常 语言 与 明 辑 语言 ~ 站 的 革 别 看 帮 是 各 对 
的 , 并 且 把 上 面 所 描述 的 我 们 在 日 常 语言 中 应 用 “如 果 … 那 么 … 
时 的 种 种 常规 看 作 契 无 例外 , 这 也 是 一 种 错误 。 事 实 上 , 日 常 评语 
中 “加 果 … 那 么 …” 的 用 法 是 相当 灵活 的 。 如 果 我 们 仔 因 考查 一 





下 ,我 们 就 会 发 现在 许多 情形 下 “如果 … 那 么 …" 的 用 法 , 同 我 们 上 
” 面 所 说 的 常规 并 不 一 致 。 让 我 们 设想 我 们 的 一 个 朋友 碰 到 一 个 非 
党 困难 的 问题 ,而 且 我 们 相信 , 他 决 不 能 解决 这 个 问题 ,于 是 ,我 们 
便 会 用 开玩笑 的 口气 说 : 
如 果 你 解决 了 这 个 问 题 ,我 就 吃 掉 我 的 帽子 。 

这 旬 话 的 用 意 是 很 明显 的 。 这 里 我 们 断定 了 一 个 北 画 式 ， 它 的 后 
件 无 疑 地 是 假 的 ; 因此 , 饶 然 我 们 断定 整个 蓝 画 式 为 轿 , 我 们 也 就 
同时 断定 前 件 是 假 。 即 是 说 , 我们 用 这 个 蓝 画 式 来 表示 一 种 确信 
”我 全 的 朋友 将 不 能 解决 他 所 面临 的 困难 问题 。 很 清楚 ， 这 里 这 个 
蓝 夯 式 的 前 件 与 后 件 并 没有 任何 联系 。 因 之 ， 这 是 一 个 实质 藉 画 
的 典型 例子 而 不 是 一 个 形式 得 画 。 

关于 “加 果 … 那 么 …" 在 日 常 语言 中 与 在 数理 滤 辑 中 用 法 的 莽 
别 , 合 沟 引起 兄长 的 甚至 动情 感 的 辩 苍 。 附 带 说 一 句 , 职业 还 辑 家 
在 这 个 辩论 中 , 却 只 表演 了 一 个 次 要 的 角色 @。( 很 奇怪 ,关于 “或 ” 
的 用 法 的 分 歧 却 比较 很 少 为 人 注意 ,) 有 人 提出 意见 襄 ， 由 于 引用 
“了 实质 蕴 画 ， 先 辑 家 得 出 了 许多 鞭 喻 ， 其 至 得 出 了 许多 蕙 粹 的 胡 
襄 。 因 此 ， 就 有 一 种 改造 带 辑 的 呼声 ,要 求 使 肖 料 与 有 党 冰 避 关于 
蓝 画 式 的 用 法 能 有 更 大 的 接近 。 

我 们 很 难 认为 上 面 这 各 对 近代 园 辑 中 的 芍 画 式 的 批 羡 ， 有 什 
么 充分 的 根据 。 在 日 常 滞 言 中 ， 没 有 一 个 语调 是 有 严格 确定 的 疏 


中 ”这 是 有 趣 的 事情 , 关于 赣 卫 的 计 葵 , 在 古代 就 已 开始 。 笛 腊 哲学 家 费 罗 (Philo 
of Megara， 起 元 前 班 世纪 ?在 玩 辑 史上 大 稳 是 第 一 个 传播 了 实质 苦 画 的 用 法 的 人 , 这 
个 主张 和 他 的 老师 死 朗 辆 斯 CDiodorus Cronus) 是 对 立 的 ; 克朗 攻 斯 主张 把 藉 画 用 成 
较 儿 的 意义 ， 全 和 的 形 二 -和 右 比较 淡 近 。 各 后 ， 到 了 六 元 前 第 三 四 
志 , 一 一 可 能 是 受 了 费 罗 的 影响 ， 
罗汉 兴 用 和 和 可 能 的 关于 入 入 ‘在 他 们 的 党 作 中 我 们 可 以 看 到 雍 到 句 演 
算 的 最 时 开端 )。 
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义 的 。 很 难 找 出 两 个 人 在 完全 相同 的 音义 上 用 同一 个 语词 ， 即 使 
在 同一 个 人 的 语言 中 ,在 他 生活 的 不 同时 期 ,一 个 语词 的 意义 也 有 
所 变化 四 。 并 且 ， 在 日 常 语言 中 ， 一 个 字 的 意义 常常 是 非常 复杂 
的 ;一 个 语 鹿 的 意义 , 不 仅 依据 于 这 个 语词 的 外 表 形 式 , 还 依据 于 
说 这 个 庄 启 时 的 环境 ， 有 时 巷 至 依据 于 主观 的 心理 因素 。 如 果 一 
个 科学 家 要 引用 一 个 日 常 语 车 中 的 概念 到 科学 中 去 ， 并 且 要 建立 
关于 这 个 概念 的 普 汤 规律 , 他 就 必须 使 这 个 概念 的 内容 更 清楚 、 更 
确切 、 更 简单 ,使 这 个 概念 能 去 掉 那 些 不 相干 的 性 质 。 吉 辑 家 引用 
“如 果 … 那 么 …” 到 加 辑 中 去 , 是 这 样 的 态度 ,物理 学 家 引用 “金属 ” 
这 个 语词 到 物理 学 中 去 , 也 是 这 样 的 态度 。 因 此 ,不 论 一 个 科学 家 
用 什么 方法 来 完成 这 个 任务 ， 为 他 所 规定 的 请 词 用 法 与 日 常 语言 
中 的 用 法 ， 多 少 总 会 有 些 出 信 。 如 果 一 个 科学 家 明确 地 表示 他 将 
一 个 证 词 用 成 什么 意义 , 同时, 如果 他 又 一 贯 地 性 照 他 所 决定 的 用 
法 ,那么 ,就 没有 人 能 加 以 反对 ,说 他 的 做 法 会 导致 无 意义 的 结果 。 
然而 , 也 有 些 有 还 辑 家 , 注意 到 关于 获 画 的 备 沦 , 于 是 进行 修改 
藉 画 的 理 葛 。 一 般 地 说 ， 他 们 并 不 否认 实质 藉 西 在 还 辑 学 中 的 地 
位 ,而 是 费力 想 在 选辑 学 中 为 另外 一 种 藉 画 的 概念 找寻 一 个 地 位 
例如 , 他 倍 竟 力 想 建 立 这 样 一 种 蒜 画 式 ,， 即 : 从 前 件 推 出 后 件 的 可 
能 性 , 力 是 一 个 藉 画 式 之 为 其 的 必 机 条 件 。 基 亚 , 他 们 要 求 把 这 个 
新 概念 放 在 首 机 的 地 位 。 这 些 尝试 都 还 是 较 近 的 事情 ， 有 目前 要 对 
它 个 作 一 个 最 后 的 评价 , 还 嫌 太 早 .@ 但 是 , 实质 车 画 在 简便 方面 
必定 超过 任何 其 他 的 蓝 再 理 玉 ,这 一 点 在 今天 几乎 已 妹 成 汶 定 蓄 。 
而 且 , 我们 必须 记 住 : 正 是 建筑 在 这 个 简单 的 实质 著 丙 上 面 的 还 可 
学 ,已 靶 证 明 是 最 复杂 精 和 的 数学 推理 的 满意 的 基础 。* 


中 ”第 一 个 作 还 种 党 坛 的 人 ， 是 当代 的 美国 藻 学 家 与 泛 辑 学 家 路 易 土 (C. 
Lewis), 
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8$3， 翘 画 式 在 数学 中 的 应 用 


“加 果 … 那 么 …” 是 在 其 他 科学 中 ; 特别 是 在 数学 中 被 释 常 应 
用 的 滔 辑 表达 式 之 一 。 数 学 定理 ,尤其 是 具 普 到 性 质 的 数学 定理 ， 
总 是 应 用 条 画 式 的 形式 。 在 数学 中 ,前 件 被 称 之 为 假设 ,后 件 被 称 
之 为 精 葵 。 

作为 一 个 具有 省 画 形式 的 数学 定理 的 简单 例子 ， 我 们 可 以 举 


， 下 面 这 个 [ 语句 : 


如 果 工 是 一 个 正 数 ， 那么 ,2z 是 一 个 正 数 ， 
在 这 个 语 旬 中 ,“z 是 一 正 数 "是 假设 ,而 “2z 是 一 正 数 "是 千 花 。 
除了 这 个 所 于 数学 定理 的 邦 典 形式 以 外 , 在 数学 中 , 有 时 候 也 
应 用 称 种 别 的 表示 形式 , 不 用 “如果 … 那 么 …” 而 用 供 他 方式 将 候 
训 与 悉 花 联结 起 来 。 例 如 ， 上 面 那 个 数学 定理 就 可 以 用 下 列 这 些 
另外 的 形式 来 走 示 ; 
由 :z 是 一 个 正 数 ,推出 :2z 是 一 个 正 数 ， 
工 是 一 个 正 数 这 个 假设 ， 昔 画 一 个 站 论 或 具有 -- 个 烙 训 
作为 后 件 , 即 :2z 是 一 个 正 数 ; - 
工 是 一 个 正 数 这 个 条 件 ,对 于 2x 是 一 个 正 数论 ,是 充分 的 ; 
对 于 2x 是 一 个 正 数论 ,zx 是 一 个 正 数 是 充分 的 ， 
2z 是 一 个 正 数 这 个 条 件 ,对 于 工 是 一 个 正 数 诊 , 是 必要 的 ; 
对 于 z 是 一 个 正 数 褒 ,2z 是 一 个 整数 是 必要 的 。 
因此 常常 我 们 不 述 琶 一 个 条 件 菏 甸 ， 而 及 :这 个 假设 箱 丁 这 个 精 
科 让 过 个 全 作 芍 浊 的 后 件 共有 个 村 区, 长 者 二 这 个 


二 


是 


时 ,下 害 朋 - 流 个 站 而 是 这 个 假 枕 的 此 条 件 区 于 上 面 的 基 旺 
达 方 式 ， 水 辑 学 家 也 许 会 提出 反对 意见 ， 但 是 ， 它们 在 数学 中 是 被 


和 i et i i ot 人 人 i 
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普 漏 应 用 的 。 

* 这 些 可 能 的 反对 意见 所 述 及 的 是 那些 包含 像 “假设 “和牛 
论 ”“ 后 件 ” “推出”、“ 塌 画 ” 等 等 任何 这 些 谢 词 的 表述 。 

要 了 解 这 些 反对 意见 的 要 点 ,首先 我 们 要 注意 到 , 上 面 那些 表 
述 与 原来 的 那个 表述 在 内 容 上 是 不 相同 的 。 在 原来 的 表述 中 ， 我 
们 所 谈 到 的 只 是 数 , 数 的 性 质 、 数 的 运算 等 等 ; 因而 ,我们 所 诸 到 的 
是 数学 所 涉及 的 事物 。 但 是 , 在 上 面 那 些 玫 述 中 , 我 们 却 就 到 了 候 
设 , 烙 论 、 条 件 , 而 假设 、 烙 论 与 条 件 却 是 关 采 到 在 数学 中 出 现 的 语 
名 或 语句 画 项 的 。 这 里 我 们 应 当 注 意 ， 指 示 一 门 科 学 所 研究 的 事 
物 的 那些 语词 , 与 指示 一 门 科学 中 的 各 种 表达 式 的 那些 语词 , 是 有 
区 别 的 。 但 是 , 人 们 一 般 地 都 没有 将 这 二 者 分 别 清 楚 。 在 数学 ,万 
其 是 在 基本 数学 中 , 便 可 看 到 这 种 情形 。 很 少 人 认 需 到 这 个 事实 ， 
在 初等 代数 的 数 科 书 里 到 处 磁 到 的 语词 ,如 “等 式 ”、“ 不 等 式 "、“ 多 
项 式 ” 或 “代数 分 式 ”, 严格 说 来 , 是 不 属于 数学 或 选辑 的 范围 的 , 因 
为 ， 这 些 语 鹿 并 不 指示 数学 或 水 辑 所 确 究 的 事物 ， 等 式 与 不 等 式 
是 一 些 特殊 的 证 名 画 项 ， 而 多 项 式 与 代数 分 式 一 一 尤其 是 在 基本 : 
数学 数 科 书 中 一 一 都 是 指示 画 项 的 转 殊 例子 (参看 $2)。 这 种 混乱 ， 
的 产生 ， 是 由 于 我 们 常常 应 用 这 一 类 记 词 去 表 进 数学 定理 。 这 已 
既成 为 非常 普通 的 用 法 , 也 许 我 们 无 须 去 反对 它 , 因为 这 着 不 会 引 
起 任何 特殊 的 困难 或 鱼 误 。 但 是 , 我 个 却 应 当 了 解 :相应 于 每 一 个 
应 用 这 些 薄 朝 所 表述 的 数学 定理 ， 我 们 都 可 以 有 另 -一 个 在 渤 辑 上 
更 正确 的 玫 述 方式 , 在 后 者 中 根本 不 出 现 上 面 那 些 请 词 。 例 如 , 相 
应 于 下 面 这 个 数学 定理 : 

”等 式 人 +azx+5 二 0, 至 多 只 有 两 个 根 
我 们 可 以 有 下 面 这 个 更 正确 的 表述 方式 : 
最 多 有 两 个 数 x, 使 得 十 at 十 5 二 0。 





98 第 一 部 分 ” 滔 辑 的 元 来 ， 演 杰 方 大 : 


现在 , 回 到 上 面 那 些 成 于 题 的 关于 芍 画 的 者 述 方 式 ; 我 们 必须 
强 导 指出 更 为 重要 前 一 点 。 即 : 在 这 些 均 述 中 , 我 们 断定 : 一 个 语 
名 〈 即 蒜 画 式 的 前 件 ) 以 另 一 个 语句 ( 即 著 丙 式 的 后 件 ) 为 1 蕊 的 籍 
“只 或 者 及 ,后 一 个 艺名 从 前 一 个 浙 句 推出 。 但是, 当 我 们 这 样 表示 
的 时 候 , 通常 我 们 心里 总 有 这 样 一 个 思想 ; 假定 第 --- 个 语句 是 里 ， 
就 必然 责 使 我 们 肯定 第 二 个 语句 是 壬 (并 且 很 可 能 有 这 样 一 个 思 
想 , 即 我 们 其 至 能 从 第 一 个 证 名 中 得 出 第 二 个 证 名 ). 但 是 ,如 在 88 
我 们 所 已 经 知道 的 y 在 现代 还 辑 所 规定 的 意义 中 ;, 将 画 并 不 依据 于 
前 件 与 后 件 之 间 是 否 有 那样 一 种 联系 。 现 代 愤 辑 认为 : 

如 票 2。2 一 4, 那么 ,姑妈 是 一 个 大 城市 

是 一 个 有 意义 的 、 甚 亚 是 一 个 其 的 语句， 对 这 一 点 感到 惊 曙 的 人 ， 
必定 会 更 难于 接受 - 

2.2 一 4 这 个 假 识 ， 具 有 一 个 结论 , 即 , 妈 的 是 一 个 大 城市 
这 样 一 个 语句 了 。 因 此 , 我们 看 到 , 上 面 所 举 的 那些 玫 述 (或 变换 ) 
一 个 条件 语句 ( 即 著 画 式 ) 的 方式 , 会 引导 出 全 人 威 到 莞 就 的 吝 法 ， 
并 从 而 更 加 深 了 日 常 一 言 与 数理 忱 辑 之 问 的 距离 。 正 是 由 于 这 个 
原因 , 因此 上面 那 些 表 这 方式 不 断 地 引起 各 种 各 样 的 刹 解 , 而 成 为 
那些 激烈 的 ,往往 是 无 烙 果 的 备 葵 的 根源 之 一 。 
”从 祁 粹 肖 辑 的 观点 看; 很 明 显 ,我们 能 够 避 弗 这 里 所 殖 的 一 切 
反对 意见 ， 只 要 我 个 明白 确 定 地 层 明 ， 我 倍 用 上 面 那些 表述 方式 
时 ,我 们 不 考虑 它们 的 日 常 意义 ,而 只 答 予 它们 以 现代 晃 辑 中 闫 夯 
式 所 具有 的 那样 的 意义 ,但 是, 这 样 作 , 又 会 有 另 一 方面 的 不 方便 ， 
因为 , 在 有 些 场合 中 一 一 虽然 不 是 在 潍 辑 本 身 , 但 是 在 一 个 与 还 辑 
密切 相关 的 领域 中 ; 即 在 演 释 科学 的 方法 葡 中 (参看 第 VI 章 ) 一 一 
我 们 机 讲 到 状 句 以 及 语句 与 语句 之 癌 的 推理 关系 。 那 时 桥 我 们 要 
把 “ 巷 画 "、“ 推 出 " 综 词 用 成 一 称 不 同 的 , 比较 更 近似 于 日 常 语 车 的 


和 
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意义 。 因 此 ， 最 好 还 是 根本 避 匈 应 用 上 面 那些 表述 方式 ， 特 别 是 
因为 我 们 拥有 许多 其 他 不 会 遭受 反对 的 玫 光 方式 可 以 供 我 个 应 
用 BG* 


810， 僵 名 的 等 值 式 

现在 我 们 来 研 完 语句 演算 范围 中 的 另 一 个 表达 式 。 这 个 表达 ， 
式 就 是 “如 果 ， 而 且 仅仅 如 果 ”( 或 作 :“ 当 且 仅 当 ”一 一 绎 者)。 马 
在 日 常 语言 中 比较 地 不 常见 。 如 果 任 何 两 个 证 名 铬 这 个 表达 式 所 
联接 起 来 ， 千 果 便 得 出 一 个 复合 语句 。 这 个 复合 语句 ， 就 叶 做 等 
值 式 。 等 值 式 中 的 两 个 吓 句 ， 分 别 地 咋 做 等 值 式 的 左 方 与 右 方 。 
当 我 们 断定 一 个 由 两 个 应 名 构成 的 等 值 式 时 ， 我 们 的 意思 是 要 排 
除 这 种 可 能 性 , 即 ; 它们 之 中 的 一 个 里 而 另 一 个 假 。 因 之 , 如 果 一 
个 等 值 式 中 的 左 方 与 右 方 都 是 里 的 ,或 都 是 假 的 , 那么, 这 个 等 值 
式 便 是 其 的, 否则 , 这 个 等 值 式 便 是 假 的 。 

我 们 还 可 以 用 另 一 个 方式 来 表述 等 值 式 的 意义 。 在 个 条 人 

语句 中 , 如 果 我 个 把 前 件 与 后 件 互 相册 换 , 我 们 得 出 一 个 新 语 
这 个 新 的 酷 句 , 叫做 原来 那个 请 名 的 逆 请 名 (或 者 阴 ， 个 大 
外 的 省 换 式 )。 例如 : 

(1) 如 果 工 是 一 个 正教 ;那么 ;2z 是 一 个 正 数 
就 是 一 个 获 画 式 或 条 件 语句 。 把 这 个 北西 式 当 作 原 匡 名 ， 它 的 秒 
请 名 就 是 ， / 

(HII) 如果 27 是 正 数 ， 那么 , 是 正 数 。 
这 个 例子 才 明 , 原 语句 与 它 的 道 语句 恰巧 都 是 图 的 。 但 是 ， 这 并 不 
是 普 台 的 规律 。 这 一 点 很 容易 理解 , 如果 我 们 用 “z2” 代 换 上 例 (TD 
和 (ID 中 的 “az”, 那么 , 代 换 之 后 , (D 仍然 是 轿 的 , 而 (ID 却 是 假 
的 。 如 果 有 这 样 的 情形 , 即 两 个 条 件 语句 (其 中 一 个 是 另 一 个 的 首 
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语句 ) 都 是 趴 的 ,那么 ,我 们 可 以 用 “ 当 生 仅 当 ” 联 楼 这 两 个 语句 ,以 
表示 这 两 个 汪 名 同时 是 其 这 一 事实 。 因此 ， 上 而 靳 两 个 划 本 式 - 一 
原 语 包 





z 是 一 个 正教 , 具 且 仅 当 9z 是 一 个 正 数 
(在 这 个 等 值 式 中 , 左 方 与 右 方 可 以 互相 调换 。》 : 
此 外 ,还 有 一 些 别 的 确信 方 式 , 也 可 以 表示 同样 的 意思, 例如 ， 
从 : 工 是 一 个 正 数 ,就 推出 :2x 是 一 个 正 数 , 并 反之 亦 然 。 
工 是 一 个 正 数 这 个 条 件 与 2z 是 一 个 正 数 这 个 条 件 是 互 
相等 值 的 。 
区 是 一 个 正 数 这 个 条 件 , 对 于 27 是 一 个 正 数 襄 ， 古 一 个 
猎 必 要 又 充分 的 条 件 。 
对 于 工 是 一 个 正 数论 , 2X 是 一 一 个 正 数 是 狼 必 要 而 且 友 分 
的 。 
因此 ,不 用 “ 当 且 仅 当 ”来 联接 两 个 语句 ,一 般 地 我 们 还 可 以 采 
用 下 列 这样 一 些 说 法 , 即 : 在 这 两 个 语句 之 阅 有 互相 推荐 的 关系 ， 
或 者 , 这 两 个 语句 是 等 什 的 ;或 者 , 这 两 个 语句 中 的 任 一 个 是 另 一 
个 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 。 


$711. 定义 的 表述 方式 与 定义 的 规则 


我 个 常常 用 “ 当 目 仅 当 。 这 个 短语 去 下 定义 。 也 就 是 膏 , 如 果 
一 个 表达 式 在 某 装 科学 中 第 一 次 出 更， 而 我 们 对 这 个 表达 式 又 不 
能 直接 有 所 了 解 时 , 我 们 就 杰作 出 一 个 狗 定 , 来 确立 这 个 表达 式 的 
意义 :这 就 是 所 关 定 义 。, 例 如 , 设想 在 算术 中 符号“ 三" 谷 未 被 应 
用 过 ， 而 现在 我 们 看 杰 把 它 引 用 到 算术 中 来 ( 像 通常 那样 , 把 “三 ” 
看 作 是 “小 于 或 等 于 ” 的 简写 )。 为 此 , 首先 我 个 必须 于 “ 气 ” 以 -- 
个 定义 ,也 就 是 说 ， 我们 必须 先 利 用 一 些 已 知 的 , 已 灶具 :明确 疙 


和 5 本 和 
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义 的 表达 式 来 裔 明 “所 ”的 确切 意义 。 为 此 , 我 们 就 给 它 下 这 样 一 
个 定义 (假定 “之 ”是 一 个 已 知 的 符号 ): 
上 我 们 褒 zx 乓 当 且 仅 当 不 是 x 之 y。 
这 个 定义 表示 , 下面 两 个 语句 画 项 ; 即 : 
: Ly 
与 
”了 不 是 >y 
是 等 什 的 。 因此 , 我 们 可 以 襄 : 这 个 定义 使 我 们 得 以 把 公式 <S? 
转换 为 另 一 个 等 值 的 表达 式 ， 这 个 才 达 式 不 再 包含 + 三 y, 而 是 完 
全 由 其 他 已 考 为 我 们 所 了 解 的 词 项 所 构成 的 。 同 样 如 果 我 们 用 任 
何 指 示 数 的 符号 或 表达 式 去 代 换 “Zz 三 y” 中 的 “zx” 与 “y”, 对 于 所 得 
出 的 任何 公式 来 说 情形 都 是 一 样 。 例如 ,用 "3+2 代 换 “7 ， 用 “5” 
代 换 “y”, 结果 得 出 的 这 个 公式 
3 二 2 三 5 
和 
不 是 38 十 2 盖 5 
这 个 翘 句 是 等 值 的 ; 又 , 因为 后 一 个 语句 是 其 的 , 因此 前 一 个 也 是 
芙 。 同 样 ,如 果 用 “4” 代 换 “zx”, 用 “2 十 1” 代 换 “y”, 千 果 得 出 下 面 这 
个 公式 | : 
, .42+1 
它 和 : : 
”| 不 是 4>2+1 
这 个 项 句 是 等 值 的 ， 并 且 两 者 都 是 假 的 。 这 一 点 也 适用 于 更 复杂 
”的 语句 和 请 名画 项 , 例如 , 藤 句 ， 
如 村 X 筷 y 而 且 3 三 z, 那么 ,三 z。 
可 以 转变 为 
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恕 系 亿 是 之 y, 而 且 , 如 孚 下 是 yz， 那么 不是 Xz, 

总 之 , 根据 上 面 所 下 的 那个 定义 ; 我 们 可 以 把 任何 包含 “ 气 ” 的 
简单 或 复杂 萎 句 , 转变 成 一 个 不 包含 “ 瑟 ? 的 等 值 医 句 ;换言之 也 可 
以 说 , 就 是 把 包含 “ 扎 ” 的 落 句 翻 先 到 一 种 不 包含 “ 气 ” 的 语 慎 中 去 。 
并 且 正 是 这 一 点 , 它 构成 定义 在 数学 中 所 起 的 作用 。 

为 要 使 一 个 定义 完善 地 完成 它 的 任务 ， 必 须 在 下 这 个 定义 时 
注意 一 些 应 当 事 先 注意 的 事项 。 为 此 , 就 确定 了 一 些 竺 殊 的 规则 ， 
这 就 是 所 请 定义 规则， 定义 规则 告诉 我 们 如 何 作出 一 个 正确 的 害 
义 。 这 里 我 们 不 想 悦 尽 确切 地 多 谈 这 些 定义 规则 。 我 们 只 是 指出 
根据 这 些 定义 规则 ,每 一 个 定义 都 可 以 具有 等 值 式 的 形式 , 等 值 式 
的 第 一 部 分 ,叫做 被 定义 者 (definiendum), 第 二 部 分 , 中 做 定义 者 
Cdefiniens)。 第 一 部 分 ， 即 被 定义 者 ， 总 是 一 个 简短 的 , 六 法 上 此 
较 简 单 的 语句 茵 项， 它 包 含 那个 要 被 定义 的 常 项 。 第 二 部 分 ， 即 
定义 者 , 是 一 个 具有 任意 结构 的 壮 句 画 项 , 在 它 之 中 只 包含 那些 或 
者 它 的 意义 是 直接 明白 的 ， 或 者 ， 它 的 意义 是 已 烃 沟 过 解释 的 党 
项 。 有 一 点 应 该 特别 注意 : 那 被 定义 的 常 项 ,或 任何 其 他 全 借助 于 
这 个 常 项 去 解释 的 者 达 式 ， 都 不 得 在 定义 者 中 出 现 ， 如 果 它 们 在 
定义 者 中 出 损 , 这 个 定义 便 是 不 正确 的 , 便 犯 了 普通 所 衣 循 环 定义 
的 刍 误 。《 正 如 循环 证 明 的 铁 训 一 样 ; 凡 用 一 个 葵 证 去 证 明 某 一 定 

而 这 个 丛 证 却 是 根据 于 这 个 定理 ， 或 根据 于 便 用 这 个 定理 去 
证 明 的 其 他 定理 的 ,这 种 情形 叫做 循环 证 明 。) 为 了 着 和 区 分 定义 
的 狗 定 的 性 质 与 其 他 具有 等 值 式 形 式 的 语句 之 问 的 差别 ,最 好 , 在 
定义 之 前 我 们 加 上 "我 们 就 "这样 儿 个 字 。 很 容易 看 出 ， 上 面 关 于 
“三 ”的 那个 定义 是 满足 了 所 有 这 些 条 件 的 。 它 的 被 定义 者 是 ， 

: XEy 
而 它 的 定义 者 是 : 
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未 是 >y 

值得 注意 的 是 ,数学 家 在 下 定义 时 ， 常常 喜欢 用 “如果 或 “在 
… 情 形 下 ”， 而 不 用 “ 当 且 仅 当 ?这 个 短 匡 。 例 如 , 如 果 他 们 要 和 葵 符 
号 “三 "下 一 个 定义 ,他 们 大 概 会 采用 这 样 的 方式 ， : 

我 们 说 x 三 y, 如 果 不 是 xy。 

这 个 定义 看 起 来 好 像 只 是 表示 ,被 定义 者 从 定义 者 推出 ,而 没有 着 
重 表示 , 定义 者 也 可 以 从 被 定义 者 推出 , 因此 似乎 没有 表示 被 定义 
者 与 定义 者 是 等 值 的 。 但 是 事实 上 , 这 是 一 种 非 正式 的 简 定 , 即 当 
我 何 用 “加 果 ?” 或 “在 … 情 形 下 ”去 联 千 被 定义 者 与 定义 考 时 , 这 些 
评 泣 的 意义 就 等 于 “ 当 且 仅 当 ?所 表示 的 意思 。 

此 外 , 还 有 一 点 应 当 附 加 襄 明 , 就 是 等 值 式 的 形式 , 并 不 是 定 
义 所 能 采用 的 唯一 形式 四 旨 。 


$12， 语 句 演算 的 定律 


我 们 已 爸 计 论 过 话 名 演算 中 一 些 最 重要 的 表达 式 ， 现 在 我 们 
就 就 着 来 襄 明 放 名 演算 的 种种 定律 的 性 质 ， 

让 我 们 研 完 下 列 这 个 语句 ; 

(D 如 果 二 是 一 个 正 数 ,而 且 1<2, 那么 , 1 是 一 个 正 数 。 
这 个 语 旬 很 明显 是 甘 的 ， 这 个 语 旬 仅仅 包含 属于 园 辑 与 算术 领域 
的 常 项 , 但 是 , 却 从 来 没有 人 会 想到 要 把 这 个 语句 作为 一 个 定理 放 
到 数学 数 科 书 里 去 。 如 果 我 们 想 一 想 , 这 是 什么 原因 , 我 们 会 得 出 
这 样 的 缚 更， 因为 这 个 症 句 从 数学 的 观点 看 是 完全 无 意义 的 ; 它 
并 不 能 在 任何 方面 坊 加 我 何 对 于 数 的 知 莽 , 这 个 洲 甸 的 大 ,根本 不 
依靠 于 它 所 包含 的 那些 数学 语词 的 内 容 ; 而 只 是 根据 于 “与 ”'“ 如 
暴 ”,“ 那 和 ”这 些 语词 的 意义 。 

为 了 明确 这 一 点 ,让 我 们 将 这 个 语 旬 中 的 


有 
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1 是 一 个 正 数 

二 1 2 
换 成 属于 任意 颌 域 的 任何 其 他 证 名 ; 其 烙 果 是 得 出 一 系列 的 语句 ， 
其 中 每 一 个 , 都 和 原 请 名 一样 是 芙 的 。 例 如 ,我们 将 “ 1 是 一 个 正 
数 * 换 成 * 某 一 图 形 是 一 个 鞭 形 "， 将 “1<2" 换 成 “这 个 图 形 是 一 个 
长 方形 ”, 竺 果 得 出 下 面 这 个 语句 : 

(ID 如 果 茶 一 图 形 是 一 个 姜 形 , 而 且 ， 和 如 果 这 个 图 形 是 一 个 

长 方形 ,四 那么 , 这 个 图 形 是 一 个 莹 形 ， 

又 , 如 果 我 们 将 “1 是 一 个 正 数 ” 换 成 “今天 是 星期 天 ”, 将 “1 二 2” 换 
成 “太阳 在 黑 耀 着 ”, 精 果 便 得 出 下 面 这 个 族 句 ， 

CHD 如果 今 天 是 星期 天 , 而 且 , 如果 太阳 在 照 湿 善 , 那么 ,分 

天 是 星期 天 。 

为 了 用 一 种 更 普 源 的 方式 来 表示 这 一 事实 ， 我 们 将 要 引入 变 
项 “pp” 与“g”, 并 规定 “p” 与 “gq” 这些 符号 在 这 里 不 是 表示 关于 数 
或 其 他 任何 事物 的 指示 阐 ， 而 是 代表 一 个 整个 的 语句 。 这 一 种 变 
| 我 们 中 做 芳名 变 项 。 现 在 我 们 可 以 用 “ 刀 来 代 换 “ 工 是 正 数 ”， 

“g” 来 代 换 “1<2" 于 是 我 们 便 得 出 一个 邯 句 画 项 ， 
如 果 户 而 上 且 4, 那么 , pp。 

一 个 评 句 画 项 具有 这 样 的 一 种 竺 性 , 即 , 用 任意 语句 去 代 换 “p”、 
“g”, 结果 所 得 出 的 蔬 句 , 总 是 括 语 名。 这 一 种 性 质 , 我 们 可 以 用 
一 个 普 台 命题 的 形式 来 夫 述 它 

“ 对 于 任何 2 与 4, 如果 上 户 而 且 g, 那么 ,p。 

-这 里 , 我们 得 出 了 一 个 证 名 演算 的 定律 , 这 个 定律 吓 做 未 秀 乘 
法 的 简化 定律 。 上 面 (DCID (IID 各 个 高 证 多 都 只 是 这 个 普 台 定律 
的 特殊 例子 ,正如 公式 ， 

2.3=83*.2 : 
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只 是 下 面 这 个 普通 的 数学 定理 
z 对 于 任意 数 补 与 多 Zry=ye 
的 特殊 例子 一 样 。 : : / 
用 同样 的 万 式 ， 我 们 还 可 以 得 出 语句 演算 的 其 他 定律 。 现 在 
让 我 倍 举 儿 个 这 样 的 普通 定律 。 在 表述 这 些 普 通 定律 时 , 按照 $3 
所 提出 的 那 种 习惯 用 法 ,我 们 将 全 称 量 蛮 “ 对 于 任何 p，q…” 省 掉 

“了 ;在 整个 语句 演算 中 , 我们 将 贯彻 这 个 用 法 。 
和 如果 p， 那么 , p。 
如 暴 p,， 那么 ,gq 或 p。 z 
如 暴 思 获 罚 gq, 而 且 4g 茵 名 p,， 那么 为 当 上 且 仅 当 a。 
如 时 思 蓝 画 gq, 而 且 gq 蓝 隙 7, 那 么 ,Pp 蓝 图 7。 
上 面 ， 第 一 个 甫 名 叫做 同一 律 。 第 二 个 话 名 叫做 逮 辑 加 法 的 
正如 带 有 普 涡 性 质 的 算术 定理 是 对 于 任意 数 的 性 质 有 所 断言 
一 样 , 履 句 演算 的 定律 ,可 以 说 ,是 对 于 任意 语句 的 性 质 有 所 断言 。 
在 这 些 定律 中 , 只 包含 这 样 一 些 变 项 , 这 些 变 项 所 代 玫 的 是 完全 任 
意 的 语句 , 正 是 这 一 点 构成 语句 演算 的 特点 , 着 且 使 语句 演算 具有 
极 大 的 普 温 性 各 应 用 范 园 。 : | 


815， 秆 句 演算 的 符号 ; 潜 值 范 项 与 凌 值 表 


有 一 个 简单 而 且 普 通 的 方法 , 吓 做 惨 值 艇 的 方法 (method of 
truth tables, or method of matricesyG， 它 可 以 使 我 们 知道 渗 名 
演算 中 的 某 一 特殊 的 斋 甸 是 否 芙 ,并 因此 y 可 以 使 我 们 知道 这 一 特 
狐 证 句 是 否 可 以 算 作 话 名 演算 的 定律 之 一 。 


@ ”这 个 方法 是 皮尔 斯 所 创始 的 。 前 面 我 们 已 提 到 他 。( 参 看 第 12 页 芒 注 @) 


让 二 让 全 15 于 二 让 rite 训 | 丰 二 -生生 < 由 | Men ]- :Wir 地 
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为 了 表述 这 个 方法 ， 我 们 景 好 应 用 一 些 竺 别 的 符号 。 我 们 将 
用 符号 | 
| ~; MN; Vi 一 中 
分 别 去 代 起 四 

“不 ”“ 而 且 ” “或 凡 “如 果 …， 那么 …”，“ 当 且 仅 当 ”。 

第 一 个 符号 ( 即 “~”), 我 们 把 它 放 在 我 们 要 否定 的 那个 表达 式 的 
前 面 ， 其 余 的 符号 则 都 是 放 在 两 个 表达 式 的 中 于。( 因 此 “一 ”就 
占据 “那么 ” 这 个 词 的 原来 位 置 ， 并 将 “如 果 ” 去掉 。) 这 样 ,应 用 
这 些 符号 ， 由 一 个 或 两 个 较 简单 的 表达 式 我 们 构成 一 个 欧 复 杂 的 
表达 式 ， 而 如 果 我 们 想 用 这 个 较 复 杂 的 直达 式 再 构成 更 复杂 的 表 
达 式 ， 我 们 就 便 用 一 个 括 弧 将 这 个 原来 的 远 复 末 的 表达 式 括 起 
来 。 


些 我 们 在 这 儿 不 拟 计 蕉 的 相似 性 质 的 常 项 ), 我 们 就 可 以 写 出 语句 


演算 范 团 之 中 的 一 切 证 名 与 请 名 画 项 。 除 了 单个 的 语句 变 项 (如 


4，…) 以 外 ,最 简单 的 证 甸 画 项 是 下 列 这 些 表 达 式 ， 
~p， pANg, pVa, Pg, pog 


(以 及 其 他 许多 只 是 变 项 的 形式 不 同 的 表达 式 )。 作为 复合 语 § 旬 责 


项 的 一 个 例子 , 让 我 们 研究 下 面 这 个 语句 ， 
(pV92 PA), 
这 个 复合 的 语句 画 项 如 果 翻 用 成 普通 语言 , 便 是 ， 
如 果 思 或 g, 那 么 ,pp 而且 gq 
上 面 所 讲 到 的 假 早 三 段 论 ， 就 是 一 个 更 复杂 的 表达 式 。 它 现在 换 
成 下 面 这 个 形式 ; 
[GIODAN Hr) Ip Hr. 
我 们 很 容易 可 以 明白 ， 在 语 甸 演 算 中 出 现 的 任何 语 各 句 画 项 , 都 


应 用 变 项 、 括 缴 以 及 上 面 列举 的 那些 常 项 符号 C 有 时 还 应 用 一 
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RE 说 一 个 普 句 画 项 是 一 个 医 值 画 项 , 就 是 说 : 

用 证 名 去 代 换 这 个 证 名 落 项 中 的 各 变 项 而 得 出 的 任何 语句 ， 它 
尼 攻 但 完全 依据 于 被 代 按 法 去 的 部 此 尖 向 的 英 介 这 一 点 ， 就 最 
简单 的 语 旬 耳 项 ， 如 “~p”，“p 八 g”, 等 等 而 说 , 根据 87, $8, $10 
中 所 讲 的 “不 ”, “而 且 ” 等 等 这 些 词 的 园 辑 意义 是 可 以 立刻 明白 的 。 
但 是 ， 这 一 点 同样 也 适用 于 复合 的 语 旬 画 项 。 例 如 ; 我 们 来 研究 
“(p\g) 一 (p 八 7)” 这 个 复合 画 项 。 用 语句 去 代 换 其 中 的 语句 变 
项 所 得 出 的 一 个 语句 是 一 个 攻 画 式 ; 并 因此 , 这 个 蓝 画 式 的 里 假 仅 
仅 依据 于 它 的 前 件 与 后 件 的 轿 假 。 它 的 前 件 ， 即 一 个 由 用 语句 去 
代 换 “p\Vg” 中 的 变 项 而 得 出 的 析 取 式 , 这 个 前 件 的 鞭 假 唯一 依据 
于 那 用 来 代 换 变 项 “p” 与 “gq” 的 两 个 话 旬 的 其 假 。 同 样 , 后 件 的 
” 其 假 , 哈 一 依据 于 那 用 来 代 换 变 项 “p”" 与 “7” 的 两 个 语句 的 鞭 假 。 
因此 ,最 后 地 说 ， 从 上 述 证 名 画 项 所 得 出 的 整个 请 名 , 它 的 其 假 完 ， 
全 依据 于 用 来 代 换 变 项 “p”、“gq”、“r” 的 那些 语句 的 鞭 假 。 

为 了 明确 认识 何以 通过 代 换 从 一 个 特定 的 语句 画 项 所 得 出 
的 语 甸 的 鞭 假 , 依据 于 代 换 进去 的 那些 语句 的 芙 假 , 我 们 移 造 了 一 
种 所 谓 鞭 值 表 。 

我 们 先 举 出 语 包 面 项 <~p” 的 鞭 什 容 


| ~ 
个 | 
| 工 





”下面 ， 是 其 他 的 基本 请 旬 攻 项 cn， “Vad” 等 等 的 联 立 里 值 
裘 : 


Ed 
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p ga Ag pVg pa peg 


一 一 一 ,一 .一 -一 一 一 一 一 aa 一 rm 一 一 一 一 -ee 








TT TT T  T T 
F 个 | F T T F 
T FI F T F F 
F Fl FF F T TT 


如 果 我 们 把 这 些 表 中 的 ,“T” 看 作 是 “ 芙 语 旬 ”的 季 写 ,“F” 和 看 
作 是 “ 假 语 旬 ”的 简写 。 这 些 表 的 意义 就 立 列 变 得 可 以 理解 予 。 例 
如 , 在 第 二 表 中 , 在 “bp”、“gq”、“pg” 之 下 ,第 二 横行 中 的 字母 分 别 
地 是 “F*、T”、T”。 由 此 , 我 们 知道 : 如 果 我 们 用 任何 一 个 假 语 
名 去 代 换 “p->q” 这 个 著 画 式 中 的 “p”, 用 任何 一 个 芙 语句 去 代 换 这 
个 藉 画 式 中 的 “ge”， 狼 过 代 换 之 后 所 得 出 的 证 句 是 苦 的 。 显 然 , 这 
同 88 中 所 讲 的 是 完全 一 臻 的。 当然， 上面 表 中 的 “p”、“g” 可 以 
改 用 任何 其 他 变 项 。 


上 面 这 两 个 麦 ， 趾 作 基本 芙 值 表 。 用 这 两 个 雪 我 们 可 以 列 量 ， 


任何 复 合 语句 画 项 的 导出 以 值 避 Cderivative truth table)。 例如 ， 
丙 项 ` (GVODIGANT 的 导出 里 值 才 ， 就 是 下 面 这 样 ， 


parlpVvg pM\r Ng) 下 人 站 


TTT| T T T 
FTTI TI F. 
TFT| T T T 
FFT| F F TT 
TTF! T F F 
FTF| T F F 
TFF| T F F 
FFF|I RE F T 


i 0 ee 





(人 篇 辐 句 演算 





为 了 解释 这 个 表 的 构造 让 我 们 集中 注意 , 局 如 说 , 它 的 第 五 
横行 (多 以 下 的 第 五 横行 )。 我 们 用 美语 旬 去 代 换 “pp” 与 “<g”， 而 用 
假 语句 去 代 换 “r”。 按 照 前 面 第 二 个 基本 表 ， “pg” 远 过 这 样 代 
” 换 后 所 得 出 的 语 甸 是 一 芙 语句 ,“p 八 +” 多 过 这 样 代 换 后 所 得 出 的 
” 话 句 是 一 假 语句 。 而 整个 的 画 硕 “(pVQ) 玫 入 7)”, 各 过 这 样 代 
换 后 , 便 得 内 一 个 翔 范式, 其 中 前 件 是 芙 的 , 而 后 件 是 假 的 ;因此 ， 
再 应 用 第 二 个 基本 表 ( 我 们 将 第 二 个 起 本 表 中 的 “p” 与 “gq” 芹 时 看 
作 “pVg” 与 “p 八 r”), 我 们 就 可 作出 竺 论 : 这 个 藉 画 式 是 一 个 人 用 
语 名 。 z 

在 上 天 中 将 六 左 边 的 “T” 与 “” 有 八 个 横行 。 每 一 个 横行 表 
示 一 集 可 能 的 代 换 。 当 我 们 划一 个 画 项 的 芙 值 表 时 ， 应 该 注意 将 
各 个 可 能 的 代 换 集 都 划 出 来 , 而 不 要 遗漏 。 很 容易 看 出 ,如果 一 个 
落 句 画 项 中 有 一 个 变 项 ， 那 么 ， 可 能 的 代 换 集 就 有 21 个 ， 即 是 一 
个 :如果 有 两 个 变 项 , 可 能 的 代 换 集 就 有 2 个, 即 四 个 ; 如果 有 
三 个 变 项 , 可 能 的 代 换 集 就 有 23 个 , 即 败 个 ; 余 可 类 推 。 

上 表 的 直 梦 右边 ， 有 三 个 直行 。 我 们 需要 研究 的 那个 画 项 常 
常 包 含 着 儿 个 画 项 , 例如 , 在 “(pVe)-> (人 Ar)” 这 个 画 项 中 , 就 
又 包含 了 两 个 画 项 , 即 “p\Va” 与 “p 八 r”"。 查 效 右 边 的 交行 的 数 
目 ; 等 于 我 们 要 研究 的 那个 画 项 中 所 包含 的 画 项 的 数目 ,再 加 上 那 

个 所 要 研究 的 画 项 本 身 之 和 。 | 

” 现在， 我 们 就 有 可 能 来 说 明 如 何 决定 在 语句 演算 中 一 个 语句 
的 芙 假 。 我 们 知道 , 在 语句 演算 中 ,语句 和 语句 机 项 是 没有 外 形 的 
区 别 的 。 唯 一 的 区 别 只 在 于 :凡是 被 当 作 为 沙 句 的 表达 式 , 我 们 就 
在 思想 中 在 这 个 奏 达 式 之 前 加 上 一 个 全 称 量词 。 为 了 要 认识 基 个 
特定 的 语句 是 否 芙 , 暂时, 我 们 可 以 将 它 当 作 是 一 个 话 旬 画 项 , 给 
它 划一 个 芙 值 素 。 如 果 在 鞭 值 表 的 晤 后 一 个 症 行 中 , 没有 “F” 由 





二 这 条 相生 
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现 , 这 就 表示 : 由 这 个 语句 画 项 处 过 代 换 而 得 出 的 每 一 语 外 ,都 是 
图 的 。 这 样 ,我 们 原来 的 那个 (由 我 们 在 思想 中 答 这 个 语句 画 项 加 
上 全 称 量词 而 得 出 的 ) 普 通话 旬 便 也 是 其 的 。 但 是 , 只 要 在 贤 值 表 
的 最 后 一 个 直行 中 包含 一 个 “F”, 我 们 的 那个 证 多 便 是 假 的 。 

因此 , 举例 襄 , 我 们 知道 在 “(pVa) ->(pAr)” 的 慎 值 才 的 最 
后 一 直行 中 ,“F” 出现 了 四 次 ， 因 而 ， 如 果 我 们 将 “(pVg) ->Cb 八 
7)” 和 看 作 一 个 语 旬 ( 即 ， 如果 我 们 在 思想 中 在 它 前 面 答 它 加 上 “对 
于 任何 pp 4 与 +” 这 些 字 ), 那么 我 们 就 会 得 出 一 个 假 语句 。 另 一 
方面 , 用 丑 值 刚 的 方法 , 我 们 很 容易 可 以 表明 $12 中 所 举 的 所 有 那 
些 语句 演算 定律 ,如 简化 律 同 一律 , 以 及 共 他 定律 等 等 , 痢 是 其 话 
句 。 例 如 , 简化 定律 








(bb 人 aa) 一 2， 
它 的 鞭 值 表 蚌 ; 
z pgqlipr\g No- 
开工 | 工 T 
F TI KE TT 
TF| F TT 
F FI F T 


这 里 我 们 再 举 出 一 些 其 他 的 重要 的 语句 演算 的 定律 ， 这 些 定 
律 都 可 以 用 同样 的 方法 确定 它 个 是 芙 的 ， 
(1) ~[pA(~p)] 
(2) pV.(~p) 
(3) (pAN\p)p 
(4) (pVP)p 
(5) (p\q)e=(g\p) 
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(6) p\V >aVvp) 

(7) LA 人 (Ca ANAL 和 NO 和 7 

(8) [VCev77]e>[CVe)YV7 

上 面 的 (C1), 叫做 矛盾 律 , (2) 叫做 拼 中 德 。(3), (入 分 别 地 是 
处 辑 乘 法 的 重 言 定律 与 逮 辑 加 法 的 生计 定律。 《5)，(6) 是 两 个 交 
换 定律 。 (7), (8) 是 两 个 烙 合 定律 。 很 容易 看 出 ， 如 果 我 们 企图 用 
日 常 话 言 去 表 沁 上 面 的 最 后 两 个 定律 ， 它 们 的 意义 会 变 得 如 何 星 
小 难 解 。 这 就 非常 清楚 地 雪 明 了 人物 辑 符号 ， 作 为 一 个 表达 复杂 思 
想 的 精确 工具 , 它 的 价值 所 在 。 / 

* 有 些 语句 , 它们 之 为 芙 ， 在 应 用 芙 值 才 方 法 以 前 , 似乎 是 很 难 
看 得 出 来 的 。 但 是 ; 一 经 应 用 友信 才 ， 我 全 就 认 堆 到 饭 个 是 芙 的 。 
我 们 可 以 举 几 个 例 : 

.pol(gqp) 
(~p) p09) 
(p39)\/ (gap) 
这 些 语句 的 芽 所 以 不 够 明显 , 主要 原因 是 在 于 :它们 都 表现 了 莫 匡 
的 特别 用 法 ,这 就 是 实质 榴 西 的 用 法 实质 获 丽 这 各 特别 用 法 下 
es 
语句 ， 如 果 我 们 用 日 常 语 早 去 翻 妈 它 们 ， 用 “ 蔓 男 ”、 “ 推 
出 ee 代 换 “一 ”， 其 烙 果 就 会 变 得 特别 地 莞 改 难 解 ， 例如 ， 
如 果 我 们 把 它们 变 成 下 面 这 样 的 形式 ， 
如 果 记 是 美的 ,那么 ,pp 可 从 任何 g 中 推出 (换言之 ;一 个 
站 语句 可 以 从 任何 语 各 名 中 推出 ) 
如 果 卢 古 假 的 , 潭 么 ,p 北 田 任何 9( 澳 首 之 : 一 个 假 语句 
着 可 任 何 语 句 )， 
对 于 任何 与 gq, 或 者 妨 藉 画 9， 或 者 9 薄 沙 p( 换 音 之 ; 
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在 任何 丽 个 证 名 中 , 至 少 有 一 个 荡 画 另 一 个 )， 
以 这 样 的 方式 来 表 沪 , 这 些 语句 ,就 成 为 是 名 常 引起 裔 解 与 委 论 的 
根源 。 这 一 点 完全 可 以 确证 我 们 在 89 未 尾 所 夫 示 的 意见 .* 


$14， 语 句 演算 定律 在 推理 中 的 应 用 


在 任何 科学 什 域 中 ， 儿 乎 所 有 的 推理 都 是 明显 或 不 明显 地 根 

据 二 语 旬 演算 定律 的 。 我 们 现在 试图 用 一 个 例子 来 说 明 这 种 情 
况 。 

答 定 一 个 具有 滥 画 式 的 语句 , 我 们 就 能 ， 除了 得 出 (在 $10 中 
便 普 讲 过 的 ) 它 的 递 应 名 以 外 ,还 能 得 出 两 个 另外 的 诈 句 , 即 , 反 裔 
名 (或 原 给 定 藩 甸 的 反 洲 E 色色) [inverse sentence]) 与 北 反 语 名 (contra- 
positive ”sentence)。 将 原 答 定语 名 的 前 件 与 后 件 分 别 地 换 成 它们 
的 否定 式 ， 就 得 出 这 个 原 狂 定语 旬 的 反 语句 。 将 反 语 名 的 前 件 与 
后 件 互 相 调 换 , 就 得 出 这 个 语 旬 的 逆反 廊 旬 。 因 此 , 道 反 话 名 ,就 
是 反 语句 的 道 话 名 ,同时 ， 也 是 诞 语 旬 的 反 语 旬 。 遂 话 句 , 反 证 名 、 
渤 反 医 名 以 及 原来 的 琵 句 , 这 些 合 起 来 就 吓 作 兴 庆 匡 名 (conjugate 
sentences)。 作 为 说 明 ,我 们 可 以 研究 下 面 这 个 条 件 证 句 

CI》 如 果 x 是 一 个 正 数 ,那么 ,2z 是 一 个 正 数 。 
从 这 个 语句 , 就 可 作出 下 面 三 个 共 垢 萍 名 

如 果 2z 是 一 个 正 数 , 那么 , 工 是 一 个 正 数 。 
如果 工 不 是 一 个 正 数 ,那么 ,2z 不 是 一 个 正 数 。 
如 果 2z 不 是 一 个 正 数 , 那么), 科 不 是 一 个 正 数 。 

就 这 个 特殊 的 例子 襄 , 所 有 这 些 共 脆 语句 同样 都 是 芙 的 。 但 是 , 这 
并 不 是 普通 的 情形 。 有 时 虽然 原来 的 语句 是 轿 的 ， 但 是 很 可 能 不 
但 它 的 道 玫 旬 (如 810 中 已 远 谈 过 ) 可 能 是 假 的 , 并且 它 的 反 语 旬 
也 可 以 是 假 的 ; 这 一 点 , 我 们 只 要 用 “xz2” 代 换 上 面 这 些 语 旬 中 的 
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“2z”) 就 可 以 立刻 明 白 了 了 。 

这 样 ,我 们 就 知道 ， 从 一 -个 蓝 画 式 的 芙 , 不 能 推出 它 的 道 语句 
或 反 滞 句 也 芙 。 但 是 , 对 于 另 -- 个 共 斩 语句 ， 即 道 反 语 句 ， 情 形 就 
不 同 了 。 在 任何 时 候 ， 只 要 一 个 蒜 画 式 是 其 的 ， 它 的 人 道 反 语 旬 也 
是 其 的 。 这 一 点 可 以 用 无 数 的 例子 来 证 明 ， 共 且 是 一 条 语句 演算 
的 普 双 定 律 , 即 所谓 易 位 定律 或 逆反 定律 。 : 

为 了 机 难 确 地 表述 这 个 定律 我们 可 以 注意 到 , 健一 个 葵 画 式 
都 可 以 表示 为 下 面 这 个 标准 形式 ， 


如 果 ,那么 ,g。 
它 的 道 语句 、 反 语 旬 与 逆反 语句 就 是 下 面 这 些 形 式 ， 
如 票 gq, 那么 ,ps 
如 果 了 予 p, 那么 ,就 未 g。 


如 果 予 9, 那么 ,就 不 ?。 
因此 , 易 位 定律 ， 它 表示 任何 一 个 条 件 语 句 都 蓝 丽 它 的 道 反 语 多， 
可 以 玫 述 如 下 ， 
和 如果: 如 累 甸 那么 ,g; 那么: 如果 不 9 那么 ,不 如 
为 了 要 避 苑 “如 果 ” 和 “那么 " 太 多 , 我 们 可 以 把 它 稍 作 修 改 , 表述 如 
二 
CIT》 从 ;和 如果, 那么 ,g, 可 推出 :和 如果 不 0 那么 ,不 二 
现在 我 们 要 说 明 , 如何 借助 对 这 个 定律 ,我 们 可 以 从 一 个 具有 

蓝本 式 的 族 甸 [例如 从 语 旬 (了 )] 扒 出 它 的 逆反 证 句 。 

” ”上面 (1) 这 个 语句 适用 于 任意 语句 “p” 与 “gq”, 因而 ,如果 用 
: : 工 是 一 个 正 数 

与 

z 2x 是 一 个 正 数 

去 分 别 代 换 “p” 与 “q”，(IDD 这 个 语句 仍然 是 其 的 。 汶 了 行 交 的 方 
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便 , 我 们 将 “不 "学 的 位 置 改动 一 下 , 得 出 下 面 这 个 放 句 ; 

(CHD 从 :如果 工 是 一 个 正 数 ,那么 , 2z 是 一 个 正 数 ,可 推出 : 

如 果 2z 不 是 一 个 正 数 ,那么 ,z 不 是 一 个 正 数 。 

现在 我 何 比 较 一 下 (D 与 (IID 这 两 个 语句 。(IID 是 一 个 苯 画 
式 , 而 人 D 是 (IID 这 个 葡 画 式 的 假设 。 由 于 整个 蕉 画 式 和 这 个 藉 画 
式 的 假设 都 第 确认 为 是 叶 的 , 所 以 , 这 个 区 两 式 的 烙 花 同 样 也 被 确 
认为 是 芙 的 ;但 是 蓝 函 式 的 烙 论 , 即 : 
: (CIV) 如 果 2z 他 且 一 个 正 数 ，; 那么 ,区 不 古 正 数 。 

恰 是 语句 (DD 的 道 反 语句 。 

这 样 , 一 个 人 了 解 了 逆反 定律 ,如果 他 以 前 已 冯 证 明 某 一 个 严 ， 
旬 为 轿 , 就 可 以 认识 到 这 个 语句 的 道 反 语 名 也 是 其 的 。 此 外 ,我 们 
”很 容易 看 到 : 反应 名 就 是 逆 话 名 的 逆反 主 句 ( 即 是 襄 , 将 逆 语 多 的 
前 件 与 后 件 都 换 成 否定 式 , 再 互相 调换 , 便 得 出 反 话 名 ); 因此 ,和 根 
据 这 个 理由 , 如 果 一 个 话 名 的 道 语 旬 被 证 明 为 其, 那么 , 反 请 句 同 - 
样 也 就 可 以 被 认定 为 车。 因此 , 如 果 我 们 能 证 明 两 个 语句 , 即 原来 
的 谢 旬 与 它 的 逆 语 名, 车 么 , 其 他 的 共 示 语句 就 用 不 着 证 明了 ，。 

这 里 可 以 提 到 一 下 , 逆反 定律 还 有 许多 变形 。 其 中 一 个 ,就 是 

(GDD 的 造 语 句 ， 

”从 :加 果 不 gq, 那么 ,不 p, 可 推出 ， 如果 思 那么 ;g。 
这 个 定律 , 使 我 们 可 以 从 递 反 证 名 推出 原来 的 家 和 名, 并 从 通话 名 推 
出 反 语句 。 


815， 推 论 的 规则 , 完全 的 证 明 
在 上 节 中 ,我 们 证 明了 (IV) 这 个 语句 , 现在 , 我 们 要 比较 更 仔 


灯 地 来 研究 一 下 这 个 证 明 的 步 屋 本 身 。 除 了 我 们 在 上 面 已 杷 讲 过 
的 定义 的 规则 以 外 , 我 们 还 有 其 他 一 些 性 质 类 伺 的 规则 , 即 推理 的 


oak a 直人 2 





(有 〉》 论 语句 演算 全 


规则 ,或 者 说 ， 证 明 的 规则 。 这 些 规则 ,不 应 驶 解 为 是 玩 辑 定律 , 包 
个 只 是 一 些 指示 Cdirections), 告诉 我 们 已 知 为 中 的 语句 如 何 可 以 
郊 过 转变 而 产生 新 的 其 范 句 。 在 上 章 所 作 的 证 明 中 ， 已 烃 用 到 了 
ie 明 的 规则 , 即 : 代 大 规 则 (rules of substitution) 与 分 离 规 

。 分 离 规 划一 般 也 称 作 承 认 前 件 的 推理 规划 (modus ponens 


bi 


代 天 规则 的 内 容 是 这 样 ， 如 果 一 个 被 接受 为 芙 的 全 称 语句 包 

了 语 旬 变 项 ， 如 果 这 些 变 项 被 别 的 语 甸 变 项 或 语句 画 项 或 语 
所 代 换 _ 一贯 地 用 相同 的 才 达 式 代 换 相 同 的 变 项 那么， 这 
样 代 换 后 所 得 出 的 语句 ， 也 应 该 被 接受 为 其 。 正 是 应 用 这 一 条 规 
则 ,在 上 一 章 中 我 们 由 (ID 得 出 (IID 。 应 当 着 重 指出 ,代入 规则 也 
可 以 应 用 于 别 种 变 项 ,例如 , 应 用 于 指示 数 的 “x”,，“y”，… 综 等 这 
: 二 这 此 实时 而 波 ， 我 们 可 以 用 任何 未 数 的 卉 达 式 二 
代 换 它 : z 

上 而 所作 的 这 个 对 于 代 太 席 则 的 表 寺 ,十 不 二 分 本 多 的 代 
天 规则 应 用 于 这 样 的 语句 ， 这 些 语 句 由 一 个 全 称 量 闷 与 一 个 庄 句 
本 项 所 构 瞩 ,在 这 个 语 旬 商 项 中 包含 有 被 公称 量词 所 多 束 的 变 项 。 
当 我 个 应 用 代 大 规则 时 , 我 们 便 将 量 泣 省 略 掉 , 而 用 其 他 的 变 项 或 
束 达 式 去 代 换 以 前 为 这 个 量词 所 和 约束 的 那些 变 项 ( 即 是 襄 ,用语 扩 
丽 项 或 语句 去 代 换 变 项 “p”,“g”,“r”…， 用 指示 数 的 罕 达 式 去 代 
换 变 项 “x”,“y”,“z”,…); 在 这 个 语 旬 机 项 中 出 现 的 任何 其 他 被 移 
束 的 变 项 , 则 仍 是 保 塘 不 变 ; 必须 注意 的 是 : 在 用 以 代 换 的 那些 表 
达 式 中 ， 不 能 出 现 与 那些 保留 不 变 的 变 项 形式 相同 的 变 项 。 必 简 
时 , 可 以 在 这 样 代 换 后 所 得 出 的 表达 式 之 前 ,， 加 上 一 个 公称 量词 ， 
以 便 使 这 个 表达 式 变 成 一 个 攻 句 。 例 如 ， 应 用 代入 规则 于 下 面 这 
个 语句 ， 3 
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对 于 任何 数 zx, 有 一 个 数 y% 能 得 工 二 ?一 5， 
可 以 得 出 下 面 这 个 语句 

有 一 个 数 y, 使 得 3+y=5， 
但 是 也 可 以 得 册 下 面 这 个 主人 旬 : 
”对 于 任何 数 z, 有 一 个 数 风 使 得 好 二 y 一 5。 

这 样 ,在 上 面 这 两 个 例子 中 ,我 们 只 代 换 了 “zx”, 而 “y" 仍 保留 
不 变 。 但 是 必须 注意 , 我们 在 用 一 个 表达 式 去 代 换 “zx” 时 , 这 个 下 
达 式 中 不 可 以 包含 “y*?。 因 为 ,如 果 这 样 , 便 会 得 出 一 个 假 语句 , 尽 

管 原来 的 那个 语句 是 丑 的 。 例 如 ， 用 “3 一 y” 去 代 澳 “x”, 便 得 出 ， 
i 有 一 个 数 风 使 得 (3 一 办 士 y 一 5。* 旨 加 

“分 离 规则 是 : 如 果 有 两 个 语句 被 认为 是 蝴 的 ,其 中 一 个 是 莉 画 
式 ,而 另 一 个 是 这 个 藉 画 式 的 前 件 , 那么 , 作为 莫 画 式 的 后 件 的 屠 
个 庄 旬 ,也 应 该 被 认为 是 其 的 。( 因 此 ,我 们 说 ,就 好 像 是 我 们 使 前 
件 从 整个 莉 画 式 中 “分 离 ” 出 来 。) 应 用 这 个 规则 , 我 们 就 在 上 池 中 

从 (IID 与 (D 中 推 碍 (IV)。 | 
“上 自 此 可 以 看 出 ,在 上 闻 所 作 的 证 多 (IV) 的 证 明 中 , 证 明 的 每 
一 步 马 都 在 于 应 用 一 条 推理 规则 到 某 些 话 名 上去， 这 些 语 旬 是 我 
全 前 此 已 名 接 受 为 贯 的 语句 。 这 样 的 一 个 证 明 ， 就 叶 作 一 个 完 有 
”的 证 明 。 更 准确 一 点 ， 我 们 可 以 这 样 来 表述 一 个 完全 的 证 明 的 性 
质 ， 一 个 完全 的 证 明 ， 就 是 一 个 由 具有 下 列 性 质 的 语句 所 构成 的 
联 镇 , 联 镇 开始 的 那些 证 名 ,是 一 些 以 前 已 被 楼 受 为 其 的 语句 ， 以 
后 的 每 一 个 语句 ， 都 是 可 以 根据 一 条 推理 规划 由 在 先 的 证 名 中 得 
册 的 语句 , 而 联 镇 的 最 后 一 个 落 句 , 则 就 是 我 们 所 要 证 明 的 那个 话 
旬 。 

我 们 可 以 注意 到 , 由 于 对 录 辑 定律 与 推理 规则 的 认 截 与 应 用 ， 
所 有 的 数学 推理 ， 都 采取 了 一 个 一 一 从 心理 学 的 观点 看 一 一 极端 
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简单 的 形式 。 复 来 的 心理 过 程 ， 都 完 休 可 以 还 原 为 这 样 -一 些 简单 
的 活动 ， 如 : 对 以 前 已 被 接受 为 芙 的 语句 的 留心 观察 , 对 语 旬 与 证 
名 之 阅 神 粹 外 形 千 构 方面 的 关系 的 知觉 ， 以 及 根据 推理 规则 的 机 
械 的 转换 等 。 很 明显 , 由 于 这 样 一 个 方法 , 在 证 明 中 产生 钳 误 的 可 
能 性 就 成 少 到 了 最 低 程度 昌 @。 
练 习 

1. 从 算术 与 几何 的 颌 域 中 , 举 出 一 些 纯 粹 属于 数学 的 表达 式 。 

2. 在 下 列 两 个 语 旬 中， 区 别 哪些 表达 式 是 纯粹 属于 数学 的 表 
达 式 , 哪些 表达 式 是 属于 晃 辑 范围 的 夷 达 式 : 

(a) 对 于 任何 数 工 与 如 果 z >0 而 且 y<0,， 那么 有 一 个 
数 z, 使 得 zx<<0 而 且 工 一 y*z5 

(b) 对 于 任何 两 点 和 与 B, 有 一 个 点 C,C 在 和 A 与 B 之 阅 ,而 
且 C 到 4 的 距离 等 于 C 到 万 的 距离 。 


3. 用 下 列 两 个 语 旬 丙 硕 的 否定 式 作成 一 各 取 式 ， 
ca 
与 
X33, 
甚么 数 能 适合 这 个 合 取 式 ? z | 
4.“ 或 "有 两 个 意义 ,指出 下 列 各 个 语 甸 中 的 “或 "是 甚么 意义 ， 
(a) 在 他 面前 有 两 条 路 :或 者 卖国 ,或 者 死 ; 
”(b) 假如 我 峰 了 很 多 钱 或 赛马 获胜 ， 我 就 要 作 一 次 远 距 离 旅 
行 。 : 


族 者 试 且 己 再 举 几 个 关于 “或 ”的 例子 。 
*5. 中 全 研究 下 殉 的 条 件 语 句 : 
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(b) 如 果 今 天 是 星期 一 ,那么 , 明天 是 星期 六 ; 

(《c) 如 果 今 天 是 星期 一 ,那么 ,十 二 月 二 十 五 目 是 圣诞 节 ; 

Cd) 候 如 厌 世 能 变 成 马 , 乞 下 也 有 需 肌 ; 

《e》 和 如果 一 数 能 被 2 与 6 除 尽 ,那么 ,这 个 数 将 能 被 12 除 尽 ; 

(f) 如 果 18 能 被 3 与 4 除 尽 ,那么 ,18 能 被 6 除 尽 。 
从 数学 还 辑 的 观点 看 ， 上 面 这 些 藉 丽 式 中 哪个 是 时 ?哪个 是 假 ? 
从 日 常 亚 言 的 观点 看 ,上 面 那些 箱 画 式 中 , 哪些 会 发 生 有 无 意义 的 
南 题 与 其 假 的 问题 ?特别 注意 语句 (b), (b) 的 芙 假 要 看 (b) 是 在 一 
星期 中 的 那 一 天 说 的 ; 研究 一 下 这 个 问题 。 

6. 用 通常 条 件 语句 的 形式 表示 下 列 庄 定 理 ， 

《a) 为 使 一 个 三 角形 是 一 个 等 边 三 角形 ， 这 个 三 角形 的 三 角 
相等 是 充分 的 条 件 。 

(Cb) 工 能 被 3 除 尽 这 个 条 件 ， 对 于 工 能 被 6 除 尽 是 必要 的 。 

斌 再 用 另外 的 办 法 表示 上 面 这 两 个 条 件 语句 。 

7. 条件， zx*y>4 是 z 

rz>9 与 y>92 

的 正确 性 的 必要 的 或 充分 的 条 件 颗 ? 

8. 四 @@ 葵 出 下 列 语句 的 选 首 的 公式 : 

(a) zz 被 10 除 尽 , 当 上 且 仅 当 之 旗 被 23 除 尽 又 被 5 除 尽 。 

(b) 为 了 合 一 个 四 边 形 是 一 平行 四 边 形 ， 丙 条 对 角 灵 的 交点 
“是 这 两 条 对 角 乒 的 中 点 , 是 猎 必 要 的 而 且 充 分 的 。 
就 从 算术 与 几何 领域 中 ,再 举 出 一 些 具 有 等 值 式 形式 的 定理 ， 
作为 例子 。 

9. 在 下 列 语句 中 ,哪些 是 芙 的 ? : / 

(a) 一 个 三 角形 是 三 等 过 的 ， 当 且 仅 当 这 个 三 角形 的 三 边 之 
高 是 相等 的 。 | 


a i 
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Cb) 为 使 得 可 是 一 个 正教 ,zx 生 0 是 光 要 的 而 且 充 和 的 

Ce) 一 个 四 边 形 是 正方 形 ， 昔 画 放 个 四 这 形 的 四 和 都 是 直 
角 。 反 之 亦 然 。 

(Cd) 为 使 能 被 8 除 尽 ， 二 能 被 生 除 尽 而 且 能 被 2 除 尽 是 必 
要 的 而 且 友 分 的 。 

10. 假定 我 何 已 烃 知 道 语 于 < 自 然 数 "与 “ 积 ”( 或 “ 商 ”) 的 意义 ， 
坪 者 斌 为 语词 “能 被 除 尽 ” Cdivisible) 下 一 个 定义 ， 工 且 采用 下 殉 等 
值 式 的 形式 : 

我 们 这 工 是 可 用 y 除 尽 的 ,当量 仅 当 … 

用 同样 形式 答 语 鹿 “平行 "下 一 个 定义 ， 为 比 我们 要 (在 几何 学 
范围 办) 假设 些 什么 请 币 ? : 

11. PH 符 下 列 各 符号 大 达 式 顶 泽 成 日 党 庄 营 ， 。 

(a) [(~p) p13p, | 

(b) [LC(~p) Vg (po), 

(c) [~(pVeq) mp 0), 

(d) (~p)V[Lam (p39)], 

改 者 应 特别 注意 ， 在 日 常 语言 中 分 别 最 后 三 个 表达 式 的 困 


12. 用 有 还 辑 符 号 表示 下 列 语 

、(a) 如 果 不 访 或 大 9 那么 ,就 不 是 户 或 gq。 

Cb) 如 果 尹 昔 画 : 9 昔 画 7 那么 ) 轧 而 且 @ 草 函 7。 

(c) 和 如 村 7 可 从 推出 , 而 且 如 果 7 可 从 g 推出， 那么 ,7 可 
从 pp 或 g 推 出 。 

13. 给 上 面 11 题 与 12 题 中 的 所 有 话 旬 画 项 ,各 划一 壬 值 素 。 
再 ,假定 将 这 些 请 句 画 项 都 解释 成 语 旬 (这 素 示 其 么 意思 ?), 并 决 
定 它们 中 哪些 是 贯 ,哪些 是 假 。 / / 
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14. 试用 黄 值 素 的 方法 ,确证 下 列 语 名 是 里 的 : 
(a) [~C~p) Jp, 
(b) [~@NDIELC~PYV ~ 

[~@V ok LC~p) A ~ 
‘Cc) [Lp \ CaVvr jpAGDYV pA) 

[pV lgAN LBV pV) 
语句 (a) 是 双重 否定 定律 , 宣 话 旬 (中 ) 是 摩根 定律 @， 语句 (c)》 是 分 配 
律 ( 对 于 加 法 的 如 辑 乘 法 与 对 于 乘法 的 吏 辑 加 法 )。 

15. 写生 下 列 每 一 个 语 凶 的 三 个 共 谣 语 名 ( 即 族 话 小 反 语 理 何 、 
” 族 反 语句 )， 

(a) 工 是 一 个 正 数 茂 画 一 是 一 个 负数 

”《b) 和 如果 一 个 四 边 形 是 一 不 医 方 形 ;, 那么 , 可 在 宅 处 边 划一 个 

处 接 圆 。 

在 它 个 的 共 暂 语句 中 ,哪些 是 买 的 ? 

试 举 出 四 个 共 天 语句 公 是 假 的 这 样 的 一 个 例子 。 

16. 根据 责 项 “pooq 的 鞭 值 各 来 解释 下 列 事实 ;在 一 个 语句 中 

又 包含 了 一 些 翘 名 或 藩 句 夯 项 ， 如 果 我 们 用 相等 的 语 名 去 代 换 这 

. 些 严 名 或 睫 身 弄 项 ， 那么 ,这 群 代 换 以 后 所 得 到 的 新 语句 同 原来 那 
_ 个 整个 语句 是 等 值 的 。 我 们 在 $10 中 的 某 些 命题 与 说 法 就 是 根据 
”于 这 个 事实 的 ; 试 指出 $10 中 的 这 些 命题 与 说 明 。 
17. 四 @@ 考虑 下 面 这 两 个 狠 旬 ，- : 
(a) 从 :如 果 轧 ,那么 ,可 推出 :如 果 ,那么 加 
Cb) 从 ;如 果 思 ,那么 9, 可 推出 :如 果 不 p, 那么 不 g。 
假如 以 上 两 个 请 名 是 衣 四 定律 ,能 否 像 应 用 逆反 定律 那样 ( 参 


中 ”这些 定律 是 杰出 的 英国 静 辑 家 摩根 所 创立 的 。 


| 
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看 $14), 将 这 两 个 语句 应 用 在 数学 的 证 明 里 ?从 茶 一 个 狂 定 的 区 
画 请 名 ,能 推 册 哪 些 共 示 亦 旬 ? 从 而 看 出 ; (a) 与 (b) 这 两 个 语句 都 
是 其 语句 这 个 假定 能 够 成 立 晒 ? : 
“18. 就 划 出 17 题 中 Ca) 与 (b) 两 个 语句 的 鞭 值 表 , 来 确立 我 们 
在 17 题 中 所 作 的 结论 。 “ 
19. 研究 下 面 两 个 语句， 
”昨天 是 星期 一 这 个 事实 , 惑 面 今天 是 星期 二 ; 
今天 是 星期 二 这 个 事实 , 蕴 函 明天 是 星期 三 。 
根据 812 所 讲 的 假 车 三 段 具 定律 ， 从 上 面 两 个 证 名 中 能 推出 
什么 语句 ? 
0. 作出 前 一 个 习题 的 完全 的 证 明 。 应 用 上 述 假 言 三 段 花 定 
律 ;并 应 用 代 换 规则 与 分 离 规划 一 一 些 外 ,再 加 上 下 列 这 个 推理 规 
” 其: 如果 两 个 语句 被 接受 为 丑 , 那 么 , 由 它们 所 构成 的 合 取 式 ; 也 可 
以 被 接受 为 其 。 


CGID 同一 理 葵 
816， 不 属 千 语句 演算 的 深 辑 概念 ;同一 概 念 


上 章 所 讲 的 语句 演算 , 只 是 还 辑 中 的 一 个 部 分 。 无 疑 , 它 是 一 
个 最 根本 的 部 分 。 当 我 们 在 于 辑 的 其 他 部 分 中 ， 要 定义 一 个 语词 
与 证 明 一 条 夫 辑 定律 时 ， 都 要 应 用 到 语句 演算 中 的 语词 与 定律 。 
至 少 就 这 点 说 , 语句 演 算是 最 根本 的 。 然 而 , 项 名 演算 本 身 却 并 不 
能 形成 其 他 科学 的 ; 特别 是 数学 的 充分 基础 。 在 数学 的 定义 , 定理 
与 证 明 中 ， 我 们 驾 常 会 遇 到 属于 还 辑 中 的 其 他 部 分 的 概念 。 这 些 
概念 中 的 一 部 分 ,我 们 将 在 本 章 与 以 后 两 章 中 予以 讨 询 。 
在 这 些 不 属于 语句 演算 的 概念 中 ,很 可 能 , 同一 或 相等 这 个 概 
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念 是 一 个 最 重要 的 概念 。 这 个 概念 出 现在 , 例如 , 下 面 这 样 一 些 表 
法 起 由 。 | z 
过 是 与 ? 同 一 约 ， 
工 是 与 y 相同 的 ， 
等 于 3 
这 三 个 表达 式 的 意义 都 是 一 样 。 为 了 简便 起 见 , 可 以 用 
的 
这 个 符号 表达 式 来 代 换 它们 。 
同样 , 我 个 可 以 将 
xz 与 y 不 是 同一 的 ， 
Z 与 ?不 相同 ， 
生成 下 面 这 个 公式 
ny。 
有 关 这 些 表达 式 的 一 些 普 汤 定 律 ,构成 为 殉 辑 的 一 个 部 分 , 它 
叫做 同一 理 前 。 


817. 同一 理 这 会 的 基本 定律 


在 关于 同一 概念 的 玩 辑 定律 中 ， 基 根本 的 一 个 定律 就 是 下 面 
这 个 定律 
CI) zy 当 且 仅 归 所 具有 的 每 _ 个性 质 ，z 都 具有 ， 同 
时 ,并 所 具有 的 每 一 一 个 性 质 ,y 也 都 有 S。 
简单 一 些 ,我 个 也 可 以 膏 : 。 
工 二 yy, 当 目 仅 骂 工 与 y 的 每 一 狂 质 都 是 相同 的 ， 
这 个 定律 还 可 以 有 其 他 ， 也 许 更 显著 ， 但 是 比较 地 不 太 正 确 
的 表述 方式 , 例如 : 
py, 当 昌 公共 _ 切 几 可 以 用 二 断 吓 了 与 y 黄 中 恤 多 
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都 可 以 用 于 断定 其 中 之 另 一 。 

上 面 那 个 定理 (1) 是 茶 布 尼 兹 首先 提出 来 的 9 (虽然 所 用 的 语 
麟 略 有 不 同 ), 办 此 它 可 以 叫 作 蔡 布 尼 慈 定律 它 采 取 了 等 值 式 的 
”形式 , 因而 , 在 等 值 式 的 左边 的 z=y, 可 以 用 在 等 值 式 的 右边 的 表 
达 式 去 代 换 , 也 就 是 说 , 用 不 包含 符号 “= ”的 表达 式 去 代 换 它 。 因 
而 , 从 形式 方面 看 , 这 个 定律 可 以 看 作 是 对 于 符 导 “一 ”的 定义 , 工 
且 莱 布 尼 慈 自 己 也 是 这 样 看 的 。( 当 然 , 只 有 在 这 样 的 情况 下 , 即 ， 
定律 右边 的 那个 表达 式 , 即 “y 所 具有 的 每 一 个 性 质 ，z 都 具有 ， 

时 , …>” 的 意义 ,在 我 们 看 起 来 比 符 导 “一 ”的 意义 还 更 清楚 , 这 时 

侯 我 们 襄 芋 布 尼 兹 定律 是 一 个 定义 , 这 外话 地 有 意义 ; 参看 811。) 

从 荣 布 尼 兹 定律 ,可 以 得 出 下 面 这 个 非常 重要 的 规则 , 即 , 如 
时 在 菜 一 入 办 ,一 个 只 有 竺 镇 式 的 公式 例如 

之 一 

已 交 被 假定 或 证 明 为 芙 ,那么 ,在 这 个 叙述 范围 内 ,任何 公式 或 薄 
名 中 如 果 含 有 这 个 等 值 式 的 左边 的 表达 式 ， 我 们 都 可 以 用 这 个 等 
值 式 的 右边 的 表达 式 去 代 换 它 , 反之 亦 然 :例如 ,用 “zx” 去 代 换 “y”， 
或 者 , 相反 地 , 用 “y” 去 代 换 “zxz”。 这 里 ,需要 指明 , 如果“z” 在 一 个 
公式 中 的 好 儿 个 地 方 出 更, 我 倘 可 以 在 有 些 地 方 用 “y” 去 代 换 它 ， 
在 另 一 些 地 方 又 让 “xz” 保留 不 变 。 而 在 $15 中 所 讲 的 代入 规则 , 是 
不 允许 代 换 一 部 分 而 另 一 部 分 又 保留 不 变 的 。 这 是 这 里 所 讲 的 这 
个 规则 和 代入 规则 的 根本 差别 。 

从 莱 布 尼 兹 定律; RDET 得 上 好 和 关 于 国人 
这 些 定律 ， 在 各 门 科 学 中 ， 特 别 在 数学 中 是 常常 要 被 应 用 的 。 
而 ,我 们 将 六 出、 毕节 重要 的 关于 辣 理 贡 的 定 人 和 它们 的 站 胃 


中 人 参看 第 16 页, $6 注 Q@。 
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的 大 概 步 矣 ;以 便 借助 于 这 些 具 体 的 例子 说 明 ， 在 还 辑 倾城 与 数学 
蚀 域 的 推理 之 更 ,并 没有 根本 性 的 差别 。 
(ID 每 一 个 事物 都 等 于 它 自 身 , 人 二 X。 
证 明 : 用 “z"” .去 代 换 “y”, 从 菜 布 尼 葡 定律 , 便 可 得 到 ， 
z 二 Xx， 当 且 仅 当 工 所 具有 的 每 一 个 性 质 ,区 痢 具有 ， 同 
， 时 , 工 所 具有 的 每 一 个 性 质 ,都 具有 。 : 
根据 $12 中 所 讲 的 重 阁 定律 (Pp 八 pp)， 我 们 可 将 上 面 吾 句 中“ 同 
时 ?以 后 的 部 分 省 掉 , 而 得 : 
Z 一 , 当 且 仅 当 工 所 具有 的 每 一 个 性 质 , 工 都 具有 。 
又 根据 812 中 所 讲 的 同一 律 ，〈 即 是 ， 如果 工具 有 某 一 个 性 质 , 那 
人 么 :z 就 具有 这 个 性 质 。 ) 很 显然 , 上 面 等 值 式 的 右边 的 这 个 表达 式 
总 是 其 的 。 因 而 ， 等 什 式 的 左边 的 表达 式 , 也 也 总 是 其 的 。 换 车 之 ， 
我 个 证 明了 
寂 一 之 。 
(HI) 如果 z 一 光 那么 ,y 一 x。 
证 明 : 用 “y” 代 换 菜 布 尼 兹 定律 中 的 “zx”， 同时 ， 用 “z" 代 换 荣 
布 尼 兹 定律 中 的 “y”, 我 们 得 到 : 
y 二 Xz， 当 且 仅 当 工 所 具有 的 每 一 个 性 质 ,y 都 具有 ， 同时 ， 
y 所 具有 的 每 一 一 个 性 质 , 工 都 具有 。 
让 我 们 把 上 面 这 个 语句 同 莱 布 尼 兹 定律 比较 一 下 。 它 们 都 是 等 值 
式 。 两 个 等 值 式 的 右边 的 表达 式 都 是 合 取 式 。 这 两 个 合 取 式 的 不 
同 ,仅仅 在 于 合 取 式 中 的 两 个 部 分 的 肚 序 不 同 ,根据 $13 所 讲 如 辑 
乘法 的 交换 律 ,这 两 个 合 取 式 是 等 值 的 。 因而 , 上面 这 个 语句 中 左 
边 的 表达 式 , 即 “y==x”， 与 菜 布 尼 浆 定律 的 左边 的 表达 式 “一 =y”, 
也 是 等 值 的 。 
这 样 ,从 ==y, 就 推出 y= 蔗 。 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 
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(GV) 如 果 工 =, 而 且 y=z, 那 么 ,二 z。 
、 证 明 ; 根据 假设 , 下 面 公式 ， 
(1) X=y ' 
与 : : 
(2) y=z 
是 鞭 的 。 根 据 菜 布 尼 兹 定律 , 由 (2) 我 们 得 出 ;一切 可 以 用 去 断定 
y 的 , 都 可 以 用 去 断定 z。 因 而 ,我 们 可 以 在 (1) 中 用 “z” 去 代 换 
“y", 于 是 便 得 到 : 
二 2Z 蝗 品 , 
CV) 如 体 工 = zi; 而且? 一 2 那么 ,x 二 y3 换 营 之， 等 于 同一 事 
物 的 两 个 事物 是 互相 相等 的 。 
这 个 定律 可 以 用 类 似 上 一 个 例子 的 办 法 去 证 明 ， 也 可 以 不 用 
菜 布 尼 兹 定律 ,而 从 上 面 定律 (ID 与 (IV) 推 芷 。 
定律 (ID, ID 与 CIV) 分 别 地 叫 作 同一 头条 的 自 反 定律 ,对 
称 定律 与 传递 定律 


$18， 事 物 之 问 的 同一 与 指示 词 之 间 的 
同一 ;引号 的 用 法 

* 虽 然 像 下 面 这 样 一 些 天 达 式 ,如 ， 

| : TX 二 y 或 y 关 + 
的 意义 是 明白 的 ,但 是 ,有 了 时 候 也 有 些 误解 。 例 如 ， 
3=2+1 . z 
是 一 个 正确 的 公式 , 这 是 很 显然 的 ; 但 是 , 有 些 人 却 有 点 怀疑 它 的 
正确 性 。 按 他 们 的 意见 ,这 个 公式 看 起 来 好 像 是 断定 符号 “3” 与 符 
号 "2+1” 是 同一 的 ,这 一 点 显然 并 不 车, 因为 这 些 符号 的 外 形 完全 
不 同 , 从 而 , 我 们 就 不 能 说 ;一切 几 可 以 用 于 断定 “3” 的 ,都 可 以 用 


em 
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于 断定 “2 十 1?。 (例如 ,“3" 是 一 个 鞋 一 的 符号 , 而 人 2 十 1" 便 不 是 。) 
为 了 避 驶 这 一 类 怀疑 ， 我 们 最 好 要 弄 清 楚 一 个 非常 普通 而 且 
重要 的 原则 ， 任 何 语言 的 有 效应 用 都 要 依靠 这 个 原则 。 这 个 原则 
是 : 任何 时 候 , 我 们 用 一 个 族 句 去 断定 某 个 事物 ， 我 们 就 将 这 个 事 
物 的 名 称 或 指示 这 个 事物 的 指示 词 放 在 这 个 语句 中 ， 而 不 是 将 这 
个 事物 本 身 放 在 这 个 语 旬 中。 z 
只 要 一 个 语 旬 所 断定 的 对 繁 不 是 一 个 字 , 一 个 符号 ,或 更 一 般 
地 襄 , 不 是 一 个 语言 中 的 一 个 表达 式 , 那么 , 对 上 面 那个 原则 的 应 
用 , 是 不 会 产生 任何 疑问 的 。 例 如 , 让 我 们 设想 ; 我 们 前 面 有 一 块 
小 小 的 蓝宝石 , 我 们 部 下 面 这 名 话 : 
这 抉 宝石 是 蓝 色 的 。 
在 这 个 语 旬 中 ,“ 这 决 宝石 ” 这儿 个 字 合 起 来 构成 一 个 指示 宝石 这 
个 东西 的 指示 词 。 大 构 没 有 人 会 想到 ， 要 在 这 个 应 名 中 用 那 抉 宝 
石 去 换 下 “这 块 宝石 "这儿 个 字 , 即 是 诡 ， 从 这 个 语句 中 把 “这 块 宝 
石 ” 这 儿 个 他 指 掉 ， 而 在 这 儿 个 字 所 在 的 地 位 放 上 一 块 宝石 。 因 
为 ， 这样 一 来 ,我 个 就 得 册 了 这 样 一 个 整体 , 它 的 一 部 分 是 一 块 宝 
五， 而 另 一 部 分 则 是 几 个 字 ; 这 个 东西 根本 不 是 一 个 语言 表达 式 ， 
更 说不上 是 一 个 芙 语 名 了。 : 
得 是 ， 如 果 我 们 在 一 个 语句 中 所 断定 的 对 锭 恰恰 是 一 个 学 或 
一 个 符号 ,这 个 原则 就 常常 会 被 谴 反 。 但 是 ,即使 在 这 一 情形 下 ， 
这 个 原则 的 应 用 仍然 是 必 不 可 少 的 。 因 为 , 如 果 不 这样 ， 那么 , 虽 
然 我 们 能 得 出 一 个 语言 的 表达 式 , 但 是 , 这 个 表达 式 却 根本 没有 裂 
达 我 何 所 想 贾 表达 的 思想 , 而 更 多 的 时 候 , 是 得 出 一 堆 毫 无 意义 的 
语 前 的 堆积 。 例 如 , 让 我 们 考虑 下 面 两 个 字 或 语 宰 ， : 
好 ， 璃 用 ; 
很 明显 , 第 一 个 字 是 由 天 笔 构成 , 而 第 二 个 字 是 一 个 女人 的 专 名 。 
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“但 是 , 让 我 们 设想 , 如 果 我 们 把 这 个 无 疑 是 正确 的 思想 表示 如 下 ， 
C(I)“ 好 ”是 由 六 笔 构成 。 
(II 瑞丽 是 一 个 专 名 。 

这 样 ,在 我 们 说 到 这 些 字 或 油 的 时 候 , 我 们 就 是 朋 了 这 些 学 或 蛮 本 
身 , 而 不 是 用 的 这 些 字 或 己 的 名 称 。 如 果 我 们 再 仔 和 研究 一 下 CD) 
与 (ID, 我 们 必得 承认 : (TD 根本 不 是 一 个 语句 , 因为 一 个 著名 的 主 
镜 ， 只 能 是 一 个 名 秋 而 不 能 是 一 -个 形容 诅 。(ID 也 许可 以 看 作 是 
一 个 有 意义 的 证 句 ， 但 是 ,无 吧 如 何 ,是 一 个 假 的 于 句 ， 因为 没有 一 
个 女人 是 一 个 专 名 。 

为 了 避 梨 这些 困难 ; 也 许 我 们 可 以 这 样 假定 衣 ;: “好” 与 "于 
丽 ” 用 在 (TD 与 (ID 中 的 意义 ,不同 于 它 个 平常 的 意义 , 在 (D 与 (ID) 
中 ,它们 是 表示 它们 自己 的 名 称 。 如 果 把 这 个 看 法 普 泌 化 起 来 ,我 
们 就 必须 承认 : 任何 字 或 语 市 ， 有 时候, 都 可 以 用 作为 它 自己 的 名 
称 ; 借 用 中 十 世 和 的 加 辑 术语 , 我 们 可 以 说 , 在 这 各 情形 下 ,一 个 字 
或 语 阐 是 用 于 它 的 实质 的 指 衣 (suppositio materialis), 即 用 于 表示 
它 自身 ,而 不 是 用 于 它 的 形式 的 指 谓 Csuppositio formalis), 基 用 于 
它 的 平常 的 意义 。 这 样 一 来 ， 日 常 语言 与 科学 话 言 中 的 每 一 个 字 
或 语 科 ,就 至 少 都 有 了 两 个 不 同 的 意义 :我 们 不 必 痪 事 就 会 找到 很 
多 疑难 不 明 的 情形 ， 那 时 候 ， 我 们 会 不 知道 究 苗 应 该 采用 那 一 称 
意义 。 不 能 满意 于 这 种 情况 ， 因 此 ， 我 们 就 要 求 确定 这 样 -条 规 
则 , 即 : 每 一 个 表达 式 都 必须 (至 少 在 书写 上 ) 和 它 的 名 称 不同 。 

于 是 ,就 发 生 了 这 样 的 开题 , 我 们 如 何 来 造成 字 、 语 鹿 和 珍 达 
式 的 名 称 ? 为 此 ,有 许多 不 同 的 办 法 。 最 简单 的 办 法 , 是 作出 这 样 一 
个 绝 定 :在 一 个 表达 式 外 面 加 上 引号 ,根据 这 个 物 定 ,在 前 面 (DD 与 
”QD 中 所 想 要 表达 的 那个 思想 ,就 可 以 正确 地 .不合 混 地 表示 如 下 ， 
(I')“ 好 ”是 由 大 笔 构成 。 
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CGI27 “于 丽 ?是 一 个 专 名 。 
烃 过 上 面 这 些 说 明 , 因此 , 关于 
3 一 2 二 1， 
这 个 公式 的 意义 与 正确 性 的 一 切 可 能 的 怀疑 ， 就 都 可 以 解除 了 。 
这 个 公式 包含 指示 某 些 数 的 符号 ， 但 是 并 不 包含 任何 这 些 符号 的 
名 称 。 因 此 ,这 个 公式 对 于 数 有 所 断定 ,而 并 不 对 于 指示 数 的 符号 
有 所 断定 ;3 与 2+1 这 两 个 数 ,很 明显 地 , 是 相等 的 ， 因 而 , 这 个 公 
式 是 一 个 其 语句 。 当 然 ， 我 们 也 可 以 把 这 个 公式 换 成 一 个 说 及 符 
号 的 等 什 语 名, 即 ,我 们 可 以 襄 ; 符 号 “3” 与 “2+1” 指 示 同 一 个 数 。 
但 是 ， 这 芽 不 意味 着 , 这 两 个 符号 本 身 是 同一 的 ; 因为 , 我 们 都 知 
道 ,同一 个 事物 一 一 特别 是 ,同一 个 数 一 一 可 以 有 许多 不 同 的 指示 
蛮 。 3” 与 “2 十 1" 这 两 个 符号 , 无 疑 是 不 同 的 , 而 这 个 事实 可 以 用 
下 面 这 个 新 的 公式 来 春 示 , 即 ， 
“8 ”= 2 十 1 
这 个 新 的 公式 , 当然 , 和 上 面 那个 公式 并 没有 任何 矛 导 DO*ee。 





“819， 算 术 与 几何 中 的 相等 ,和 
它 与 渤 辑 同一 的 关系 


“ 在 这 里 ,我 们 将 数 与 数 之 天 的 算术 上 的 相等 这 个 概念 ,一 贯 地 





四 ”本 书 相当 一 芙 地 刹 守 了 关于 引号 用 洗 的 这 个 狗 定 。 只 在 很 少数 场合 下 , 为 了 
妥 需 到 传统 的 用 淡 玫 有 一 些 例外 。 例 如 ， 当 一 个 趟 式 或 著名 被 特别 印 成 一 行 , 或 者 , 它 
出 现在 数学 或 肖 辑 的 公式 中 ,这 时 候 我 们 对 这 个 公式 或 语句 就 不 用 3| 号 ; 有 时 ,我 们 在 
一 个 万 达 式 前 面 加 上 所 谓 的 ”"”，“ 被 称 为 ” 这样 的 短 话 , 就 也 不 再 用 8| 号 。 但 是 ， 即使 
在 上 曾 这 些 场合 ,我 们 也 条 取 一 些 相 应 的 办 法 ; 我 们 常常 在 那些 过 达 式 前 面 加 上 置 号， 
而 且 这 些 去 达 式 烃 常 印 成 特殊 的 字体 (如 大 小 写 体 或 群体 )( 在 中 组 本 中 用 不 同 的 字体 
来 区 分 )。 可 以 注意 到 , 在 日 常 话 言 中 , 在 有 些 不 局 于 上 述 引 号 用 洗 的 地 方 ， 也 有 用 引 | 
号 的 ; 这 类 例 于 在 我 们 这 本 书 中 也 可 以 找到 ” 


人 Term me Et i 
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看 作 是 还 辑 的 同一 这 个 普 肖 概念 的 一 个 特殊 事例 。 然 而 ， 这 里 要 
附加 襄 明 一 下 ,有 些 数学 家 采取 不 同 于 我 们 的 观点 ,他们 认为 算术 
中 的 “一 ”这 个 符号 与 还 辑 同 一 这 个 符号 是 不 相同 的 ; 他 们 认为 : 
相等 的 数 不 必然 是 同一 的 。 因 此 ， 他 们 将 数 与 数 之 问 的 相等 这 个 
概念 , 当 作 一 个 算术 特有 的 概念 。 在 这 点 上 , 这 些 数 学 家 抛 秦 了 莱 
布 尼 兹 定律 的 普 肖 形式， 而 只 承认 菜 布 尼 兹 定律 某 些 只 具有 较 小 
普 逼 性 的 结 葵 ， 他 们 将 这 些 烙 前 列 为 数学 所 特有 的 定理 。 这 些 数 
学 家 所 承认 的 , 有 $17 中 从 (I]) 到 (CV) 这 儿 条 定律 ,以 及 具有 下 列 
含义 的 一 些 定理 , 即 , 任何 时 候 , 凡 x 二 y 而 且 x 满足 某 些 仅 由 算 
术 符号 所 构成 的 公式 , 那么, y 也 漠 足 这 些 公式 ， 例如 , 他 个 所 承认 
的 有 下 列 这 个 定理 : 

如 虹 工 =y 而且 z<z 那么 ,y<z。 

我 们 认为 :这 些 数学 家 的 这 一 看 法 ， 并 没有 什么 特别 的 理 葡 上 
的 优越 性 ; 相反 ,在 实践 上 , 它 为 算术 条 示 的 表述 引起 不 少 麻烦 。 
因为 , 由 莱 布 尼 兹 我 们 得 到 一 个 普 光 规 则 ,， 即 , 假定 某 一 等 值 式 成 
立 ， 我 们 在 任何 地 方 能 用 这 个 等 值 式 的 右边 的 麦 达 式 去 代 换 它 的 
左边 的 表达 式 。 这 样 一 种 代 换 在 许 许 多 多 的 论证 中 是 必 不 可 少 
的 。 而 现在 , 如 果 抛 秦 了 这 个 次 逼 规则 , 那么 , 就 在 每 一 个 应 用 这 
种 代 换 的 地 方 ,都 有 必要 作 一 个 特殊 的 证 明 B@。 
” ”用 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 ， 让 我 们 考 嵌 一 粗 包含 两 个 变 项 的 
. 锋 值 式 , 例如 : 

、 ry 

: T+y =27—3y+18。 
如 果 一 个 人 想 要 用 所 谓 代 估 法 去 解 这 租 等 式 ,那么 ,他 必须 作出 一 


组 新 的 等 式 , 即 , 使 第 一 个 等 式 不 动 , 而 在 第 二 个 等 式 中 用 “yz 去 


代 换 全 部 “z”。 但 是 震 题 就 发 生 了 : 是 否 可 以 允许 作 这 样 一 种 变换 
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呢 ? 也 就 是 膏 , 这 一 组 新 的 等 式 是 否 与 原来 的 那 租 等 式 相 等 呢 ? 无 
疑 ,不 论 我 们 对 于 数 与 数 之 阅 的 相等 这 个 思想 采取 那 一 种 构 念 ,这 


里 的 答案 总 是 正面 肯定 的 。 但 是 , 如 果 “ 二 ”这 个 符号 被 了 解 为 指 


示 琐 辑 的 同一 , 而 且 ， 如 果 双 接受 了 生 布 尼 葡 定律 ， 那 末 答案 就 可 
以 很 明显 。 因 为 
. T= 

这 个 设 定 ,允许 我 们 在 任何 地 方 用 “y” 去 代 换 “x”, 反之 亦 然 。 相 
反 的 , 如 果 不 把 符号 “二” 了解 为 指示 园 辑 的 同一 , 不 接受 菜 布 尼 慈 
定律 ,那么 , 首先 就 要 提出 理由 , 说 明 汶 什么 作 那 样 的 变换 是 可 以 
克 许 的 。 即使 提出 这 样 的 理由 没有 任何 电大 的 困难 ， 无 葡 如 何 也 
将 是 元 长 而 合 人 厌烦 的 。 

关于 儿 何 中 的 相等 的 概念 ， 情 形 就 完 双 不 同 。 如 果 我 们 说 两 
个 几何 图 形 (如 两 多 段 , 或 两 个 角 , 或 两 个 多 角形 ) 是 相 备 的 或 全 等 


的 ， 一般 地 我 们 的 意思 并 不 是 想 说 它们 是 同一 的 。 我 们 只 是 想 表 
示 : 这 两 个 图 形 有 同样 的 大 小 与 形式 ,换言之 一 一 如 果 用 一 个 不 太 


正确 的 ,形象 的 说 法 一 一 如 果 将 一 个 图 形 移 到 另 一 个 图 形 上 二 , 它 
们 将 完全 相合 。 因 此 ， 例 如 ， 一 个 三 角形 可 以 有 两 条 ,或 甚至 三 条 
相等 的 边 ， 但 是 ， 这 些 边 显然 并 不 同一 。 另 一 方面 ， 也 有 这 样 的 情 


形 , 例如 ,在 一 个 等 腰 三 角形 中 , 底 边 的 垂 灯 与 中 悉 就 不 只 是 几何、 
”上 的 相等 ,而 且 根 本 是 一 条 同一 的 米 段 , 因此 这 里 就 不 只 是 两 个 图 
形 的 几何 相等 的 问题 ， 而 是 玩 辑 同一 的 问题 。 因 此 ， 为 了 如 用 混 


乱 , 在 这 些 并 不 属于 如 辑 同 一 的 场合 下 ,最 好 一 贯 避 如 用 “相等 ?这 
个 语词 ,最 好 是 说 几何 上 相等 的 图 形 , 而 不 襄公 等 的 图 形 ， 用 另 一 


”个 不 同 的 符号 一 一 一 般 也 有 人 这 样 做 一 一 例如 ,“ 实 ”这 个 符号 ,去 


代 炙 ” 一 


和 aa 
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8$20， 数 的 量词 


利用 同一 这 个 概念 ， 就 可 能 确定 数 的 量词 的 准确 意义 。 数 的 
量 蛮 ;无 哗 在 内 容 和 作用 上 ，, 都 与 全 称 量 说 和 存在 量 说 很 相近 , 它 
_ 们 也 是 属于 运算 子 ， 只 是 有 具有 一 种 比较 特殊 的 性 质 而 已 。 这 些 数 . 
的 量 鹿 的 表 达 式 , 例如 : 

竺 少 有 一 个 , 或, 至 多 有 一 个 , 或 , 恰恰 有 一 个 事物 zx, 使 得 …，. 

至 少 有 两 个 , 或, 至 多 有 两 个 , 或 , 恰恰 有 两 个 事物 Zz, 使 得 …， 
以 及 等 等 , 在 这 些 表达 式 中 , 从 外 玲 看 , 好 像 包 含 了 数学 所 特有 的 
庄 词 , 例如 “一 ”, “两 ”, 等 等 。 然 而 , 如 果 加 以 更 确切 的 分 析 , 可 以 
看 出 这 些 表 达 式 的 内 次 (作为 一 个 整体 看 ) 是 属于 一 种 纯粹 腕 辑 性 
质 的 。 因 此 ,在 | 

至 少 有 一 个 事物 满足 这 个 始 定 的 条 件 
这 一 表达 式 中 , “至 少 一 ”这 儿 个 字 可 以 换 成 “一 个 ”这 个 不 定 冠 讲 
而 工 不 会 改变 表达 式 的 原意 。 而 这 个 表达 式 ; 
至 多 有 一 个 事物 满足 这 个 给 定 的 条 件 
与 下 面 这 个 表达 式 : : 
对 于 任何 XY 与 y, 如 果 工 满足 这 个 给 定 的 条 件 , 而且， 如 
果 y 满足 这 个 认定 的 条 件 ,那么 ,二 y 
意义 是 相同 的 。 : 
而 下 面 这 个 证 句 ， 
恰恰 有 一 个 事物 满足 这 个 给 定 的 条 件 
与 上 面 刚 闻 所 举 的 那 两 个 语句 的 合 取 式 是 等 值 的 , 即 ; 
至 少 有 一 个 事物 满足 这 个 痊 吓 的 条 件 ， 而 且 至 多 有 一 个 
事物 满足 这 个 欠 定 的 条 件 。 
关于 四 
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圣 少 有 两 个 事物 满足 中 个 检定 的 件 
这 个 语 旬 ,我 们 把 它 了 解 为 ， 
有 工 与 y, 而 工 与 y 者 满足 这 个 给 趾 的 条 件 , 而 和 且 XY 
因而 , 它 和 下 面 这 个 语 甸 的 否定 式 是 等 值 的 , 即 ， 
至 多 有 一 个 宴 物 满足 这 个 痊 定 的 条 件 。 
以 同样 的 方式 ， 我 们 也 可 以 脱 明 属于 这 一 范 圈 的 其 他 种 种 才 
达 式 的 意义 。 
下 面 , 作为 例子 ， 再 举 几 个 售 有 数 的 量 词 的 算术 上 的 其 语句 . 
恰恰 有 一 个 数 z, 使 得 工 十 2 二 5; 
恰恰 有 两 个 数 y, 使 得 二 
至 少 有 本 个 数 z, 使 得 Ca 
还 辑 中 有 -一 个 部 分 ， 其 中 确定 有 关 量 词 的 种 种 普 台 定律 ,这 个 
部 分 称 作假 变 项 的 理 阶 ,或 时 作 面 项 演算 的 理论 , 虽然 实际 上 它 应 
当 称 作 量词 演算 。 到 目前 为 止 ， 这 一 理 洽 主要 是 研究 全 称 量 鹿 与 
存在 量词 ,而 数 的 量词 一 般 还 没有 馈 顾 到 。 


练 习 


1. 证 明 $17 中 的 (V); 就 只 用 817 中 的 (ID 与 LV) 这 两 条 从 
律 ,而 不 用 荣 布 尼 北 定律 。 

提示 :在 定律 (V) 中 , 下 面 两 个 公式 ， 

X= 与 y= 

是 被 假 定 为 以 的 ， 根据 定律 (IT)， 将 上 面 第 二 个 公式 中 的 两 个 变 
项 互 调 , 再 应 用 定律 (IV)。 z 

2. 试 仅 用 $17 中 的 定律 UV), 证 明 下 面 的 定律 : 

如 累 XT 二 yy 一 而 且 二 t， 那么 ,:XY 一 t 
3. 在 §17 的 定律 CIID 与 LIV) 中 , 用 “” 去 代 换 “=”, 乡 果 所 
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得 到 的 语句 ,都 是 .其 的 蜂 ? 
到 .在 818 中 我 们 谈 到 关于 引号 的 用 法 所 作 的 移 定 ; 试 根据 这 
个 简 定 ,决定 下 列 匡 名 中 哪些 是 鞭 的 。 

(a) 0 是 一 个 整数 ， 

Cb》 0 是 一 个 蛋 圆 形 的 符号 ， 

(c) “0" 是 一 个 整数 ， 

(d) “0 是 一 个 蛋 图 形 的 符号 ， 

(e) 1.5=¥， 

(fy “1.5” 一 “各 2 ， 

(g) 2 十 2 拓 5， 

(Ch) 2 二 25 

+5. 我 们 在 一 个 证 词 上 加 上 引号 ,就 形成 这 个 语词 的 名 称 ; 我 
们 在 一 个 语词 的 名 称 上 加 上 引号 , 就 形成 这 个 名 称 的 名 称 , 这 样 ， 
这 个 语词 外 边 就 有 两 付 引 号 。 因 此 , 在 下 面 三 个 表达 式 

| 的 输 ,“ 约 得 ”,““ 巩 输 ”” 
中 ,第 二 个 是 第 一 个 的 名 称 , 而 第 三 个 是 第 二 个 的 名 称 。 

依次 用 上 面 的 三 个 表达 式 去 代 换 下 面 四 个 语 旬 画 项 中 的 “x”， 
便 得 到 十 二 个 语句 。 试 指出 这 十 二 个 证 名 中 哪些 是 革 的 ， : 

(a) 并 定 一 个 人 ， 

(b) 之 是 一 个 人 的 名 称 ， 

(ec) z 是 一 个 表达 式 ， 

(d) xz 是 一 个 带 有 引号 的 表达 式 。 

* 6. 在 89 中 ,我 们 甬 提 出 了 许多 在 数学 书籍 中 常见 的 条 件 话 
“ 旬 的 卖 这 万 式 。 当 时 我 们 全 指出 ， 在 其 中 有 些 表 壕 方式 中 ， 我 们 
所 谈 的 不 是 数 、 数 的 性 质 , 等 等 , 而 是 表达 式 ( 例 如 , 语句 与 语句 而 
项 )。 从 818 的 讨论 , 我 们 知道 , 这 -一 类 表述 方式 就 需要 应 用 引号 ; 
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庆 指 出 是 这 类 表述 方式 ， 并 具体 地 在 这 类 表述 方式 中 的 哪些 地 方 
”需要 加 上 引号 。 

7。 e@ 根 据 前 面 所 设 的 在 对 于 事物 有 所 断定 的 应 名 中 应 用 事 
物 的 名 称 这 一 普 台 原则 , 现在 我 们 可 以 给 $12 中 倒数 第 二 句 〈 即 ， 
“正如 带 有 普 台 性 质 的 算术 定理 ……,” 这 一 旬 ) 以 一 些 批评 。 我 
们 知道 , 在 算术 中 出 现 的 变 项 , 是 代表 数 的 名 称 的 。 在 语句 演算 中 
出 现 的 变 项 , 是 代表 语 宁 的 名 称 呢 ?还 是 代表 语句 本 身 呢 ? 因此 ， 
如 果 要 求 更 确切 一 点 的 话 , 我 个 能 和 否 谣 , 语 句 演算 的 定律 对 于 语句 
与 莱 名 的 性 质 有 所 断 菩 ? 

8. 一 个 三 角形 有 ay pc 三 边 ;1 有 ,hh 分 别 是 垂直 于 a, b,c 三 
边 上 的 高 , mz, ms me 分 别 是 4,b,c 三 边 的 中 名， 5, sose 分 别 是 三 
个 角 的 平分 六。 

假定 这 个 三 角形 是 二 等 边 三 角形 (a 是 底 边 , 5 与 6 两边 相 

等 ), 在 上 面 所 说 的 那 十 二 条 效 中 , 哪些 是 全 等 的 ( 即 , 几何 意义 上 
的 相等 ); 哪 些 是 同一 的 ? 将 答案 作成 公式 的 形式 , 用 符号 “ 完 ” 雪 
示人 等 ， 用 符号 “= “表示 同一 。 

再 假定 这 个 三 角形 是 三 等 边 三 角形 ， 试 答复 上 面 的 于 题 。 

9. 说明 下 列表 达 式 的 意义 ， 

(a》 至 多 有 两 个 事物 满足 这 个 挫 定 的 条 件 ， 

(b) 恰恰 有 两 个 事物 满足 这 个 给 定 的 条 件 。 

10. 决定 下 面 语 旬 中 哪些 是 芙 的 ， 

(a)》 恰 恰 有 一 个 数 Zz, 使 得 xX 十 3 二 7 一 之 
(b) 恰恰 有 两 个 数 z; 使 得 2 二 4 二 45 

(c) 至 和 多 有 两 个 数 y, 使 得 y 十 5< 11 一 2y; 
(d) 至 少 有 三 个 数 zz 使 得 2z2<2zy 
Ce) 对 于 任何 数 x, 恰恰 有 一 个 数 风 使 得 工 +y 一 25 


让 
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(6 对 于 任何 数 工 , 恰恰 有 一 个 数 y, 使 得 z*y= 3。 
11. 如 何 用 数 的 量词 来 表示 下 列 事实 , 即 :公式 
: 人 2 一 5z 十 6 一 0 
具有 两 个 根 ? 
”12. 什么 数 + 满足 下 面 的 话 旬 画 项 ， 
恰恰 有 两 个 数 y, 使 得 X= 
”在 上 面 语 旬 族 项 中 ,哪个 是 自由 变 项 , 孵 个 是 移 东 变 项 ?* 数 的 
量词 是 否 也 和 绝 束 变 项 ?* 


CV) 类 的 理论 
21。 类 与 它 的 元 素 


除了 个 别 的 事物 (简称 个 体 ) 以 外 ,如 辑 还 研 究 事 物 的 类 Cclass 
of things) 昌 @, 在 日 常生 活 与 数学 中 ， 类 常常 叫 作 集合 Cset), 例如 ， 
算术 常常 研究 数 的 集合 ; 在 几何 中 , 我 们 对 于 单个 的 点 的 兴趣 , 流 
有 像 对 于 点 的 集合 那样 大 〔 即 是 识 , 没有 像 对 于 几何 位 形 [confi- 
guration] 的 兴趣 那样 大 ), 个 体 的 类 叫 作 一 般 类 .。 在 我 们 的 研究 中 ， 
用 光志 下 名 关 。 一 类 埠 科 类， 作 不 是 由 个体 于 构 
成 ,而 是 由 一 般 类 构成 的 有 时 ,我 们 甚至 要 研究 三 披 类 、 四 灿 类 … 
在 本 书 中 , 我 们 差 不 允 只 是 研究 一 级 类 ,只 是 在 826 中 ， 鲍 外 地 我 
“ 们 将 谈 到 二 级 类 。 但 是 ,我 们 所 讲 的 ,实际 上 可 以 无 需 作 其 么 改变 
就 能 应 用 于 任何 级 的 类 。 z 

为 了 分 别 个 体 与 类 (并 分 别名 般 的 类 )， 我 人 机 用 不 同 支 池 的 、 
不 同形 状 的 字母 来 作为 变 项 。 习 惯 上 ， 往 往 用 英文 的 小 写字 母 表 
示 个 体 〈 例 如 , 个 别 的 数 )， 用 英文 的 大 写字 母 表示 这 些 个 体 的 类 。 
在 初等 几何 中 , 所 采取 的 是 一 个 相反 的 办 法 , 大 写字 母 表示 点 , 而 
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小 二 字母 (如 英文 或 希腊 文 的 小 写字 母 ) 姑 表示 点 的 集合 。 
在 还 辑 中 , 研究 类 这 个 概念 和 它 的 一 般 性 质 的 这 个 部 分 , 趾 作 
类 的 理论 。 有 了 时候 , 这 个 理 葵 也 作为 一 站 独立 的 数学 学 科 求 研究 ， 
是 作 一 般 集 全 - 花 。9 
在 类 的 理论 中 , 带 有 根本 性 质 的 是 - F 醒 的 这 些 表达 式 ,如 
事物 实 是 类 慌 中 的 一 个 元 素 ， 
事物 工人 金 于 类 天， 
类 玉 包 含 事物 工作 为 一 个 元 素 。 
”我们 将 这 些 表达 式 看 作 都 是 相同 意义 的 , 并 为 了 简单 起 见 ,用 
下面 这 个 公式 替代 它们 
ZE 大. 
这 样 , 如 果 工 是 所 有 整数 的 集合 ,那么 , 1, 2, 3，… 这 些 数 是 这 
个 集合 的 元 崇 , 而 和 2#… 这 些 数 ， 不 属于 这 个 集合 。 因 此 , 公式， 
z : lel, 2¢1, 3¢], z 
是 里 的 ,而 公式 
: $cl, 2 el 
是 假 的 。 


822， 类 和 包含 一 个 自 由 变 项 的 语 于 句 图 项 
让 我 们 来 研究 一 个 包含 一 个 自 由 变 项 的 语句 酷 项, 例如 ; 


中 .在 布尔 的 著作 中 , 已 径 开 始 研究 类 的 理 葡 , 或 者 ， 更 准确 一 点 说 ,已 径 开 始 胡 
守 到 我 们 在 下 面 称 之 为 类 的 演 滤 的 那 一 部 分 (参看 第 16 页 $6 注 )。 和 集合 给 , 作为 一 
”个 独 江 的 数学 学 科 ， 它 的 实际 的 创始 者 是 像 大 的 德国 数学 家 康 脱 (G，Cantor, 1845 一 
1918); 特别 征 , 关于 权 的 等 值 \ 基 数 、 无限 和 圾 等 等 这 些 概念 的 分 析 ( 我 个 在 本章 和 以 
下 当 章 要 而 芥 到 它们 )， 应 读 妇 功 于 康 胎 。 康 胶 的 集合 论 , 是 正在 迅速 发 展 书 的 数学 理 


输 之 一 。 集 合 论 的 概念 与 因 想 ， 已 经 渗透 到 几乎 所 有 的 数学 分 支 中 , 而 且 已 悉 到 处 产 
生出 极 有 启发 性 的 与 创造 性 的 影响 
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之 >0 
如 果 我 们 在 这 个 语句 画 项 前 面 ,加 上 
(CD 这 个 由 所 有 数 z 构 成 的 集合 ， 使 得 
我 们 就 得 到 下 面 这 个 表达 式 ， : 
这 个 由 所 有 数 = 构成 的 集合 ,使 得 之 0。 
这 个 表达 式 指示 一 个 确定 的 集合 , 即 是 说 , 指示 那个 由 所 有 的 正 数 
所 构成 的 集合 。 这 个 集合 以 ， 而 且 仅 仅 以 那些 满足 这 个 画 项 的 数 
为 它 的 元 素 。 如 果 我 们 用 P 玫 示 这 个 集合 , 这 个 画 项 就 同 
xeP 
等 值 。 . | z 
”我 们 可 以 把 类 似 的 办 法 用 于 任何 别 的 语 旬 责 项 。 用 这 个 办 
法 ,在 算术 中 ,我 们 可 以 得 到 各 种 关于 数 的 集合 , 例如, 可 以 得 测 由 
所 有 负数 所 构成 的 集合 ,或 者 由 所 有 大 于 2 而 小 于 5( 即 满足 画 项 
“x>2 与 x<<5”) 的 数 所 构成 的 集合 。 这 个 办 法 在 几何 中 也 起 重要 
的 作用 , 特别 是 在 定义 各 种 新 的 几何 图 形 时 ; 例如 , 一 个 球形 的 曲 
” 面 就 定义 为 一 个 由 这 个 空间 的 所 有 的 点 所 构成 的 集合 ， 这 些 点 与 
一 个 给 定 的 点 有 确定 的 距离。 在 几何 中 , 习惯 上 我 们 用 “这 些 点 的 
坎 迹 ”一 蛮 来 代替 “所 有 点 的 集合 ”一 蛮 。 

更 在， 我 们 将 痊 予 上 面 所 讲 的 办 法 一 个 普 涡 的 形式 。 在 还 辑 
中 , 我 们 肯定 对 于 每 个 只 包含 一 个 自由 变 项 (如 “x”) 的 语句 变 
项 , 恰恰 有 一 个 相应 的 类 , 这 个 类 以 , 而 且 仅 仅 以 那些 满足 这 个 西 
项 的 事物 zx 为 它 的 元 素 。 将 下 面 这 个 表达 式 (类 的 理论 中 的 基本 
”的 表达 式 之 一 ): 

GD 这 个 由 所 有 z 构 成 的 类 ,使 得 … . 
_ 加 在 那个 语句 画 项 的 前 面 , 我 们 就 得 出 一 个 指示 那个 类 的 指示 润 。 
又， 如 果 我 们 用 一 个 单一 的 符号 ， 如 C, 来 表示 所 说 的 这 个 类 ， 
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那么 ， 

XEC | 
这 个 公式 一 一 对 于 任何 来 说 一 一 和 原来 的 那个 语句 画 项 是 等 值 
的 。 ~ 


因此 , 我们 知道 ,任何 只 包含 工作 为 它 的 唯 -的 自由 变 项 的 请 
句 画 项 , 都 可 以 变换 成 一 个 具有 
、 rek 
这 样 形式 的 等 值 的 责 项 ， 在 这 个 画 项 中 K 表示 一 个 指示 一 个 类 的 
常 项 。 因 此 , 我 们 可 以 把 zeK 这 个 公式 看 作 是 只 包含 一 个 自由 变 
项 的 语句 画 项 的 最 普 混 的 形式 。 、 

， 前 面 (D 与 QD 这 两 个 短 情 有 时 也 用 符号 表达 式 来 代替 。 例 
如 ,我 们 可 以 用 | | 

C 


这 样 一 个 符号 来 代替 它们 。 
“* 现 在 , 让 我 们 看 下 面 这 个 表达 式 ， 
1 属于 郑 个 由 所 有 工 档 成 的 集合 ,使 得 + 之 0。 
这 个 表达 式 用 符号 写 出 来 ,就 是 
可 leéC(lr>0), : 
“这 个 表达 式 , 很 明显 , 是 一 个 库 作 ,而且 甚至 是 一 个 轿 钱 名。 它 用 
一 个 更 复 厅 的 形式 来 表示 z z 
, .1>0 | 
所 表示 的 思想 。 因 此 , 它 不 能 包含 任何 自由 变 项 , 而 在 它 之 中 所 出 
现 的 变 项 zx 必 守 是 一 个 移 束 变 项 。 但 是 另 一 方面 ， 因 为 我 们 在 定 
里 面 看 不 到 任何 量 宰 ,因此 我 个 可 以 得 出 竺 办 ; (DD 或 (ID 这 些 短 
诡 一 定 起 着 量词 的 作用 , 即 是 冕 , 能够 绝 束 变 项 。 因 此 , (DD 与 (ID 
那样 的 短语 , 也 应 当 看 作 是 一 种 运算 子 〈 参 看 84)。 
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应 当 附带 襄 明 一 下 , 在 一 个 除了 包含 变 项 “zx” 以 外 还 包含 其 他 
自由 变 项 的 语句 画 项 前 面 ,我 们 常常 也 加 上 一 个 像 (D) 与 (II) 这 样 
的 运算 子 。 (在 几何 中 , 凡是 应 用 这 类 运算 子 的 场合 , 情形 差不多 
都 是 这 样 。 这 样 得 出 的 表达 式 , 例如 ， 

这 个 由 所 有 的 数 工 所 构成 的 集合 ,使 得 z >y， 

就 不 表示 任何 确定 的 类 。 这 样 的 表达 式 ， 是 82 中 所 说 的 指示 硬 
项 , 也 就 是 说 , 如 果 我 们 用 常 项 去 代 换 其 中 的 自由 变 项 (但 不 代 换 
“x”), 例 如 ,在 上 面 例子 中 , 用 “0” 去 代 换 “y”, 那么 ,这 个 表达 式 就 
变 成 指示 类 的 指示 词 *。 z 

我 们 常 说 ， 包 舍 一 个 自由 变 项 的 芋 旬 画 项 ， 是 址 示 菜 一 种 性 
质 ; 这 种 性 质 是 那些 , 而 且 只 是 那些 满足 这 个 语句 画 项 的 事物 所 具 
有 的 〈 例 如 ,，“z 是 可 被 2 涂 尽 的 ”这 个 语句 画 项 焉 示 数 工 的 一 
”种 性 质 , 即 ,可 被 2 除 尽 这 种 性 质 , 或 , 是 偶数 这 种 性 质 )。 相 当 于 这 

个 夯 项 的 类 , 包含 , 并且 只 包含 具有 这 个 性 质 的 一 切 事 物 作为 它 的 

元 素 。 这 样 , 对 于 事物 的 每 一 个 性 质 , 就 有 一 个 唯一 的 确定 的 类 与 
之 对 应 。 而 且 , 反 过 来 , 对 于 每 一 个 类 , 也 有 一 个 唯一 为 这 个 类 的 
元 素 所 具有 的 性 质 , 也 就 是 说 ， 从 属于 这 个 类 这 样 一 种 性 质 , 与 这 
个 类 对 应 。 因 此 , 许多 选辑 学 家 认为 , 根本 不 需要 分 别 类 这 个 概念 
.和 性 质 这 个 概念 。 换 首 之 , 一 种 专门 的 “性 质询 ”是 不 必要 的 一 一 
”有 了 类 的 理 葵 就 完全 足够 了 。 : 

作为 这 个 看 法 的 一 个 应 用 ， 我 们 可 以 给 莱 布 尼 兹 定律 作 一 个 
新 的 表 迹 。817 中 的 莱 布 尼 慈 定律 包含 了 “性 质 ” 这 个 证 词 , 在 下 面 
这 个 和 它 完 双 等 值 的 表达 式 中 ,我 们 代 之 以 “类 ”这 个 语词 ， 
z 工 一 9 当 且 仅 当 每 一 个 包含 工 与 ? 中 的 任 一 个 作为 元 素 

”的 类 ,也 包含 另 一 个 作为 元 素 。 

从 莱 布 尼 兹 定律 的 这 个 新 的 表述 中 , 我 们 人 能够 看 出 ; 同一 概念 
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可 以 用 类 的 理 其 来 加 以 定义 GB。 


、 825， 全 类 与 空 类 


”上 面 我 们 知道 ， 相应 于 任何 只 包含 一 个 自由 变 项 的 语句 画 项 ， 
总 有 一 个 由 满足 这 个 语 凶 而 项 的 一 切 对 象 所 构成 的 类 。 到 一 后 也 
可 以 用 于 下 面 两 个 特殊 的 夯 项 ， 

(I) XX， XX, 
很 显然 ,任何 事物 都 滞 足 第 一 个 函 项 (参看 8L77。 因 此 ， 和 它 相 应 
| | CCz= x), 

包含 一 切 个 体 作为 元 素 ， 我 们 将 这 个 类 叫 作 全 类 Cuniversal cla— 
5), 并 用 符号 "V "(或 “1”) 来 表示 它 。 另 一 -方面 , 却 没 有 任何 事物 
满足 第 二 个 画 项 。 因此 , 和 它 马 相 应 的 类 

Clrx), 
我 们 号 作 窄 类 Cnull class 或 empty class), 间 用 “人 ”或 “0" 表示 它 。 
空 类 不 包含 任何 元 素 日 8。 现 在 ,我 们 可 以 用 具有 z 


ZE 天 
这 种 形式 的 等 值 的 画 项 去 代 换 (D， 即 得 出 , 
(I1) ZEV， ZE 人 ， 


”任何 个 体 都 满足 第 一 个 公式 ， 但 没有 任何 个 体 满足 第 二 个 公式 ， 
在 一 门 特殊 的 数学 理喻 中 , 我 们 最 好 精确 地 指出 , 甚么 是 这 个 
理 葵 中 的 个 体 , 而 不 用 一 般 的 个 体 这 个 晃 辑 的 概念 。 这 样 , 由 这 些 
企 体 所 构成 的 类 将 可 以 用 “V ?来 表示 ， 并 称 之 为 这 个 数学 理 哆 的 
给 域 (universe of discourse)。 例 如 ， 在 算术 中 ， 由 所 有 的 数 所 构 
成 的 类 ,就 是 它 的 询 域 。 
* 应 当 着 重 指出 , Y 是 所 有 的 个 体 所 构成 的 类 , 但 是 , V 却 不 包 


中 ”可 本 办 玉生 和 拓 1 人 ， ， 
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含 所 有 可 能 的 事物 , 因而 , 也 不 包含 一 般 类 、 二 报 类 … 作 为 它 的 元 
素 。 至 了 一 个 包含 所 有 的 可 能 事物 的 类 是 否 存在 ， 并 且 更 一 般 地 
有 说 ， 我 们 是 否 可 以 考虑 不 属于 一 个 特定 的 故而 诈 包 含 个 体 双 包含 
各 狐 的 类 作为 它 的 元 素 的 “不 齐 ” 的 类 (inhomogeneous class) 
这 一 点 本 身 是 一 个 闭 题 。 z : | 
这 个 症 是 和 近代 侵 辑 中 一 个 最 困难 的 问题 密切 有 关 ， 也 就 是 
”证 ， 是 和 所 谓 罗 来 注 葵 以 及 胃 辑 类 型 理论 (theory of .logical type) 
密切 有 关 的 . 关于 这 个 间 题 的 讨论 ,将 超 由 本 书 预定 的 范围 。 这 
里 我 们 只 需要 指出 , 即使 在 整个 数学 中 也 很 少 需 要 考虑 “不 齐 ” 的 
类 (只 有 在 集合 的 一 般 理 论 中 是 例外 ), 至 于 在 其 他 科学 中 这 种 需 
要 就 更 少 了 。*GQ@ 





8$24。 类 与 类 间 的 基本 关系 


在 两 个 类 与 工 之 阅 , 可 以 有 各 种 不 同 的 关系 。 例 如 ， 可 以 

”有 这 样 的 情形 ; 类 K 的 每 一 个 元 素 同 时 又 是 类 工 的 一 个 元 素 。 在 
“这 种 情形 下 , 及 类 就 吓 作 五 类 的 子 类 , 或 者 说 它 被 包 贪 于 工 类 中 ， 
或 者 说 必 类 对 于 工 类 有 包含 于 的 关系 ;而 就 LL 类 说 , 划 是 类 包 
含 开 类 作为 它 的 一 个 子 类 。 z .这 各 情形 ， 可 以 简单 地 用 下 面 任何 一 
个 公式 来 下 示 ， 
KCL 或 LOK., 
当 我 们 说 玉 是 工 的 子 类 ， 这 并 不 排除 世 也 是 区 的 子 类 这 种 可 能 
性 。 换 贰 之 , 玉 与 世 可 以 互 为 子 类 , 并 从 而 ; 玉 与 了 的 所 有 的 元 素 


外 罗素 所 提出 的 还 可 类 型 这 个 概念 ， 是 与 类 的 级 这 个 概念 密切 相关 的 ; 基 殿 浔 


帆 类 型 这 个 概念 可 以 看 作 是 类 的 圾 这 个 概念 的 普 源 化 。 溜 辑 类 型 这 个 概念 ， 不 仅 涉及 


类 ,而 且 也 涉及 到 别 的 东西 , 例如 , 涉及 到 我 们 在 下 一 章 所 要 奎 脸 的 关系 。 渤 辑 类 型 这 
个 理 葵 , 在 罗 到 的 《数学 原理 》 一 书 中 得 到 了 和 采 和 统 的 发 展 。( 参 看 第 16 页 8 注 @) 
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都 是 共同 的 。 在 这 个 情形 下 , 从 (以 下 要 讲 到 的 ) 一 条 关于 类 的 理 
哗 的 定律 ,就 可 以 推出 : 开 与 工 是 同一 的 。 但 是 ,如果 递 关系 不 成 
立 , 即 是 吏 , 如 果 KK 类 的 每 个 元 素 都 是 工 类 的 元 素 , 而 了 类 的 每 个 
元 素 井 不 都 是 K 类 的 元 素 ， 那 么 ， 玉 类 就 听 作 工 类 的 芙 正 子 类 
《proper subclass), 或 叫 作 工 类 的 部 分 (part)。 例 如 ,由 所 有 整数 构 
成 的 集合 是 由 所 有 有 理 数 构 成 的 集合 的 芙 正 子 集 合 , 又 例如 , 一 条 
和 多 中 的 一 段 是 这 条 六 的 部 分 。 
: 如 果 在 两 个 类 玉 与 工 中 , 至 少 有 一 个 元 素 是 共同 的 , 而 且 如 
果 区 (或 工 ) 中 所 包含 的 有 些 元 素 不 是 LC 或 及 ) 中 的 元 素 , 那么 ,我 
们 就 说 , 及 类 与 世 类 相交 。 如 果 两 个 类 至 少 都 各 有 一 个 元 素 ( 即 是 
襄 ,它们 都 不 是 空 类 ), 同 时 ,如 果 它 们 没有 一 个 元 素 是 共同 的 , 我 们 
就 襄 ， 它们 是 不 可 策 的 ， 或 者 说 不 相交 的 (mutually exclusive 或 
disjoint)。 例 如 , 一 个 图 与 通过 图 的 交 效 是 相交 的 , 而 一 个 略 与 一 
条 距离 加 心 大 于 图 的 竺 径 的 直 钱 ， 却 是 不 相交 的 。 由 一 切 正 数 构 
成 的 集合 与 由 一 切 有 理 数 构成 的 集合 相交 ， 但 是 正 数 的 集合 与 负 
数 的 集合 是 不 可 知 的 。 
关于 上 面 所 讲 的 这 些 类 与 类 之 问 的 关系 ， 让 我 们 举 儿 个 有 关 
这 些 关 系 的 定律 的 例子 : 
对 于 任何 类 天 ,天 CC 天 。 
如 果 天 CC 而且 工 C 天 , 那么; 开 一 了 工 。 
如 果 天 C 也 而且 ZLCAM, 那么 天 CMe@。 
加 果 玉 ( 不 空 类 ) 是 工 的 一 个 子 类 , 而且 如 果 工 类 与 MM 
类 是 巴 相交 的 ,那么 ,区 类 与 MM 类 是 不 相交 的 。 
z 上 面 第 一 个 公式 ， 就 呈 作 包含 的 自 反 宅 律 ， 或 听 作 类 的 同一 
律 。 上 面 第 三 个 公式 ， 就 听 包 仿 的 传递 定律 。 第 三 个 公式 和 第 四 
个 公式 (以 及 其 它 类 似 的 公式 一 起 ), 形成 - -组 命题 ， 统称 为 直 革 三 


”i 
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眉 队 定律 (laws of the categorical syllogism) 。 


就 包含 这 个 概念 说 ， 全 类 与 空 类 的 特性 可 用 下 面 定律 卖 示 。 
对 于 任何 类 及, V 忆 玉 而 且 人 CR。 

这 个 定律 ,特别 是 就 它 的 涉及 宏 类 的 第 二 部 分 ( 即 八 CK) 说 ,许多 
“人 都 觉得 它 有 些 荐 刷 。 为 了 要 证 明 这 个 定律 中 的 第 二 部 分 ， 让 我 
们 研究 下 面 这 个 答 页 式 : 

如 果 ZE 八 ， 那 么 ，26 天 。 

无 敌我 们 用 什么 去 代 换 “z” 与 “及 "， 这 个 蒜 画 式 的 前 件 都 将 是 假 
的 ; 因而 这 个 蓝 画 式 是 芙 的 (如 象 一 些 数学 家 有 时 襄 的 , 这 个 藉 画 
式 是 “ 空 典 地 "被 满足 的 )。 这 样 , 我 们 就 可 以 说 :凡是 类 人 的 元 素 ， 
必 同 时 也 是 类 开 的 元 素 。 因 此 , 根据 包含 的 定义 ,就 可 以 得 出 人 CC 
KK。 同样 , 用 类 似 的 方法 ,我们 也 可 以 证 明 这 个 定律 的 第 一 部 分 ( 即 
V2BD. : 

很 容易 看 出 ， 任 何 两 个 类 之 阅 迟 定 具 有 上 面 所 襄 的 那些 关系 

一 。 这 一 点 表示 为 下 面 这 个 定律 ， 

如 果 开 与 也是 任意 的 两 个 类 , 那么 , 或 者 玉 一 工 ， 或 者 玉 
是 工 的 站 正 子 类 ,或 者 工 是 及 的 芙 正 子 类 ,或 者 玉 与 是 
术 交 的 ， 或 者 KK 刁 工 是 不 相交 的 区 与 工 之 间 不 能 同时 只 
有 丙种 上 面 所 褒 的 关系 。 
为 了 对 这 个 定律 有 -一 个 清楚 的 、 直 觉 的 了 解 ， 最 好 将 类 天 与 
工 设 想 为 儿 何 图 形 ,同时 ,想像 这 两 个 图 形 相互 癌 所 有 可 能 的 位 置 . 

”以 上 这 些 在 这 一 有 时 所 已 各 时 只 到 的 关系 ， 可 以 中 作 类 与 类 

问 的 基本 关系 .@ 


整个 的 旧 的 传 获 还 辑 〈 参 看 86 ) 几乎 可 以 完全 简化 为 类 与 类 


@ 浴 国 数学 家 杰 尔 哥 策 (了 D， Gergonne) 是 第 一 个 人 开始 对 这 些 关 深 作 了 至 
疗 彻底 的 研究 。 
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之 阅 的 基本 关系 的 理论 。 即 是 说 ， 简 化 为 类 的 理 葵 中 的 一 个 小 部 
分 。 从 外 琢 看 , 这 两 种 理论 的 不 同 在 了 于: 在 旧 逮 辑 中 , 类 这 个 概念 
并 不 显明 地 内 现 。 在 旧 尿 辑 中 , 例如 , 不 说 : 马 类 包含 于 哺乳 动物 
类 ,而 习惯 于 说 :所 有 的 马 都 有 哺乳 动 物 这 个 性 质 ,或 者 简单 地 襄 ， 
所 有 的 马 都 是 哺乳 动物 。 传 入 明 辑 中 的 最 重要 的 定律 是 一 些 直言 
三 段 论 定 律 ， 它 们 完全 相当 于 我 们 上 面 所 指出 的 那些 关于 类 的 理 
论 的 定律 (这 些 定律 我 们 沿用 旧名 称 作 草 半 三 段 论 定律 )。 例 如 ， 
我 们 上面 所 讲 的 第 一 条 三 段 论 定 律 ( 即 ; 如果 KKCL 而 且 LCM, 那 
么 KCM), 就 相当 旧 明 辑 中 的 | 
和 如果 每 一 M 都 是 P, 而 且 每 一 S 都 是 MM, 那么 ， 每 一 5 者 

是 己 
“这 是 傅 弦 还 辑 中 的 一 条 最 有 名 的 定 循 ， 普 通称 作 二 段 芥 定律 中 的 
Barbara 式 。 


825. 类 的 运算 


涡 在 我 们 要 来 研究 一 下 茶 些 演算, 运用 这 些 演算 于 已 定 的 类 ， 
便 可 产生 新 的 类 。 

芥 定 两 个 类 玉 与 二, 我 们 就 能 形成 一 个 新 的 类 1 而 M 包含 、 
而 且 仅 仅 包含 那些 至 少 属于 玉 与 二 两 者 之 一 的 事物 。 我 俏 可 以 
脱 , M 类 是 由 天 类 的 元 素 再 加 上 工 类 的 元 素 而 成 的 。 这 个 运算 叫 
作 类 的 加 法 ; WM 类 吓 作 天 类 与 L 类 的 和 (sum 或 uniony。 

到 与 工 的 和 , 可 用 符号 帮 示 如 下 ， 

玉 UZ( 或 玉 二 万 。 

我 们 还 可 以 形成 另外 一 个 新 的 类 M，14 的 元 素 是 , 并且 只 是 
那些 旗 属 于 玉 又 属于 工 的 事物 。 这 个 关于 天 类 与 工 类 的 运算 , 叫 
作 类 的 乘法 。 而 这 个 M 类 , 是 作 太 类 与 工 类 的 积 或 交 (product 


\ 
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或 intersection)。 玉 类 与 也 类 的 积 ,可 以 用 符号 表示 如 下 ， 
KNL (或 KL)。 

这 两 个 运算 在 几何 中 常常 被 应 用 ;有 了 时候, 可 以 很 方便 地 用 它 
们 去 定义 新 的 儿 何 图 形 。 例 如 ， 假 设 我 何 已 痉 知 道 一 对 互补 角 的 
意义 是 什么 , 那么 , 牢 平面 一 一 即 直角 一 一 就 可 以 被 定义 为 两 个 互 
补 角 之 和 。( 这 里 ,一 个 角 应 了 解 为 一 个 角 域 , 即 了 解 为 平面 的 一 
个 部 分 , 其 边 秦 是 两 条 侍 继 , 称 为 这 个 角 的 股 )。 又 , 如 果 我 何 用 一 
个 任意 的 图 和 一 个 其 顶点 位 于 这 个 图 的 图 心 的 角 ， 那么 , 这 两 个 图 
形 的 交 就 是 一 个 叫做 加 局 形 的 图 形 。 

我 们 再 从 算术 弗 转 中 举 两 个 例子 。 内 所 有 正 数 构成 的 集合 
与 由 所 有 负数 构成 的 集合 之 和 , 就 是 所 有 不 是 0 的 数 的 集合 由 所 
有 偶数 构成 的 集合 与 由 所 有 素数 构成 的 集合 之 交 ， 就 是 那个 只 具 
有 数 2 作为 它 的 唯一 元 素 的 集合 。2 这 个 数 是 唯一 的 偶 素 数 ， 

类 的 加 法 与 乘法 遵守 着 许多 定律 。 其 中 有 一 些 定律 和 算术 中 
的 关于 数 的 加 法 与 乘法 的 定理 完全 类 似 一 一 正 是 由 于 这 个 理由 ， 
我 们 才 选 择 “ 加 法 ”与 “乘法 ” 这 两 个 语词 来 称呼 上 面 这 些 类 的 运 
算 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 可 以 提出 关于 类 的 加 法 与 乘法 的 交换 定 
律 和 千 合 定律 ， 四 

对 于 任何 类 下 与 LKUL=LUK 而 旧 KNL=LNK, 
对 于 任 体 类 天， 也 与 1 KU (LUM) = RUD) UMM, 
而 且 KN CLNM)= KNDNM. 

如 果 我 们 用 符号 “十 ”与 *， ”分别 代 换 符号 “U ”与 “NM”,， 上述 
定律 和 相应 的 算术 定理 之 问 的 类 似 , 就 变 得 十 分 明显 。 

然而 ， 共 他 的 秆 委 叶 和 第 术 的 定理 二 有 不 同 。 下 南 的 重 明 
律 就 是 一 个 显著 的 例子 。 z | 
对 于 任何 类 K, KUK—K 而 有 KNK=K. ‘ 


i 
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一 一. 


我 们 只 要 思考 一 下 KUK 与 KNK 的 意义 ， 上 面 这 个 定律 就 很 明 
白 。 例 如 , 我们 在 类 的 元 素 上 加 上 同一 个 类 天 的 元 素 , 事实 上 ， 
我 们 并 没有 加 上 任何 东西 , 因而 其 烙 果 仍然 是 同一 个 类 K。 

我 们 还 要 提出 另外 一 个 演算 , 它 同 加 法 与 乘法 的 演算 不 同 ,在 
于 它 可 以 只 运用 于 一 个 类 , 而 不 是 运用 于 两 个 类 。 这 个 演算 就 是 : 
由 一 个 欠 定 的 类 K, 我 们 可 以 形成 一 个 类 的 余 类 《complement 
of the class KK), 即 是 ， 可 以 形成 一 个 由 所 有 不 属于 天 类 的 事物 构 
成 的 类 。K 类 的 余 类 , 用 符号 表示 , 就 是 ， 

K' 

例如 , 如 果 KK 是 由 所 有 整数 构成 的 集合 ,那么 , 所 有 的 分 数 与 无 理 
数 都 属于 集合 K。 

关于 全 类 的 定律 ， 与 克 立 余 类 与 以 前 所 讲 的 那些 本人 的 关系 
的 定律 ,我 个 举 下 面 这 两 个 公式 为 例 ; 
对 于 任何 类 K， KUK'=V。 
对 于 任何 类 玉 ， KNK'= 信 。 


第 一 个 公式 时 作 类 的 再 队 方 面 的 插 中 律 ， 第 一 个 会 式 中 作 类 的 理 


渝 方 面 的 矛盾 律 ®， 

类 与 类 间 的 关系 与 上 面 已 元 讲 过 的 类 的 运算 ， 以 及 全 类 与 和 
类 的 概念 ,都 由 类 的 理 共 中 的 一 个 特殊 部 分 所 加 以 研究 ; 由 于 有 关 
这 些 关系 与 运算 的 定律 ,都 具有 一 些 简单 的 ,和 算术 定理 相 类 的 公 
式 的 性 质 ， 因此 类 的 理 哈 中 的 这 一 部 分 ,中 作 类 的 演算 。 


$26。 等 数 类 , 一 个 类 的 基数 , 有 穷 类 与 无 穷 类 ; 
算 木 作为 还 辑 的 一 个 如 分 


”* 在 作为 类 的 理 葵 的 研究 对 象 的 其 他 概念 中 ,有 一 粗 概念 值得 
我 们 特别 注意 。 这 租 概 念 包括 : 等 数 类 的 概念 ， 类 的 基数 的 概念 


i 





OV) 类 的 型 篇 和 


有 穷 类 与 无 穷 类 的 概念 。 让 此 全 都 是 相当 克 硕 的 人 这 里 只 
能 粗 汪 地 埠 一 歼 。 
作为 两 个 等 数 的 类 或 相等 的 类 的 例子， 我们 可 以 考虑 -- 一 下 右 
手 手 指 这 个 集合 与 左手 手指 这 个 集合 。 这 两 个 集合 是 等 数 的 ， 因 
为 我 们 可 以 将 左手 手指 与 右手 手指 作成 这 样 的 许多 对 ;(i) 每 个 手 
指 只 属于 一 对 。( 这 每 对 中 只 包含 一 个 左手 手指 与 一 个 右手 手指 。 
在 同样 的 意义 下 , 由 多 角形 的 所 有 顶点 构成 的 集合 ,多 角形 的 所 有 
的 边 构 成 的 集合 与 多 角形 的 所 有 的 角 构 成 的 集合 ， 也 是 等 数 的 。 
太后 ,在 8$38， 我 们 将 可 以 痊 等 数 类 这 个 娄 念 下 一 个 确切 的 一 般 性 : 
的 定义 四 6。 
现在 让 我 何 来 考虑 一 个 任意 的 类 开 ; 无 疑 的 , 存在 着 这 样 一 个 
性 质 ， 这 个 性 质 只 属于 所 有 同 玉 等 数 的 类 ， 而 不 属于 任何 其 他 的 
类 。( 也 就 是 说 ,“ 同 下 等 数 " 这 样 的 一 个 性 质 。) 这 个 性 质 ,就 是 作 太 
类 的 基数 , 或 KK 类 的 元 素 的 数目 , 或 及 类 的 数 。 这 也 可 以 用 更 简 
单 更 确切 的 ， 但 也 群 更 抽象 的 办 法 来 表示 : K 类 的 基数 , 就 是 由 所 
有 同 玉 类 等 数 的 类 构成 的 那个 集合 。 由 此 ， 可 以 得 出 ， 当 且 仅 当 
玉 类 与 元 类 是 等 数 的 , 那么 , 玉 类 与 工 类 具有 同一 的 基数 。 
从 类 的 元 素 的 数目 着 想 ， 类 可 以 分 为 有 岑 类 与 无 穷 类 。 在 有 
穷 类 中 , 我 们 又 分 别 : 恰恰 包含 一 个 元 素 的 类 , 恰恰 包含 两 个 元 素 
的 类 ， 恰 恰 包 含 三 个 元 素 的 类 …。 这 些 语词 ， 在 算术 的 基础 上 可 
以 很 容易 地 答 它 们 下 定义 。 倒 为 一 个 任意 的 自然 数 ( 即 , 非 负 数 
的 整数 ), 我 们 就 可 以 论 : 如 果 下 类 同 由 所 有 小 于 的 自然 数 构成 
的 类 是 等 数 的 ， 那么, 玉 类 是 由 ?个 元 素 构成 的 。 群 条 点 司 , 如 果 
一 个 类 同 由 所 有 小 于 2 的 自然 数 所 构成 的 类 是 等 数 的 , 即 是 襄 , 一 
个 类 同 由 数 0 与 1 所 构成 的 类 是 等 数 的 , 那么 ,这 个 类 就 是 由 两 个 . 
元 素 构 成 。 同 样 ， 如 果 一 个 类 同 由 0、1 与 2 构成 的 类 是 等 数 的 ， 
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那么 , 这 个 类 就 是 由 三 个 元 素 构 成 的 。 善 下 地 说 , 如 果 存 在 着 一 个 
自然 数 ,而 天 类 是 由 个 元 素 构 成 的 ,那么 ,我 们 襄 民 类 是 有 劣 
类 ;反之 , 是 无 穷 类 。 
但 是 -更 在， 我 们 已 郊 认 吕 到 , 还 有 另 一 种 定义 的 办 法 。 我 们 并 
. 才 所 考虑 的 所 有 这 些 语词 ,都 可 以 用 纯粹 各 辑 的 语词 来 加 以 定义 ， 

而 完全 不 需要 应 用 任何 属于 算术 范围 的 表达 式 。 例 如 ， 我 们 可 以 
说 如果 攻 类 适合 下 面 两 个 条 件 ，(i) 有 一 个 工 而 tzEK， (让 对 于 
任何 yy 与 z， 如果 EK 民 而 且 ze 民 , 那么 , y= (这 两 个 条 柱 也 可 
“以 换 成 一 个 单一 的 条 件 , 即 : 恰 怡 有 一 个 x, 使 得 xeKK, 参看 $20)， 
那么 ,及 类 是 由 恰恰 一 个 元 素 构 成 的 。 类 位 地 , 我 个 可 以 定义 这 些 
过 “及 类 是 由 两 个 元 素 构成 的 "，“ 玉 类 是 由 三 个 元 素 构成 

… 等 等 。 当 我 们 着 手 去 定义 “有 穷 类 ”与 “无 穷 类 ”这 些 语 表 
时 出 直 辽 站 位 因果 但 多 但 丰 ， 全 是 这 此 说， 我 们 宙 忆 才 
能 能 成 功 地 用 纯粹 还 辑 的 应 词 来 对 它们 下 定义 (参看 83 )。 因 
此 , 我们 上 面 所 讨论 的 所 有 这 些 概 念 ,都 已 释 包 括 在 滔 辑 的 范围 之 
内 。 
这 一 事实 产生 了 一 个 极 重要 、 极 合 人 注 有 的 结果 ; 因为 现在 我 

们 知道 , 数 的 概念 本 身 , 以 及 同样 地 ,其 他 一 切 算术 概念 ,都 是 能 饮 
在 贤 辑 范围 内 加 以 定义 的 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 很 容易 确立 那些 入 
示 个 别 的 自然 数 ( 如 “0 ”,“ 1”,“ 2 ”,……) 的 符号 意义 。 例 如 , 数 
1 就 可 以 定义 为 这 样 一 个 类 的 元 素 的 数目 ， 这 个 类 是 由 恰恰 一 个 
元 素 构成 的 。 (这 样 一 个 定义 似乎 是 不 正确 的 , 似乎 犯 了 循环 定义 
的 错误 , 因为 被 定义 者 “一 个 ”在 定义 者 中 出 现 ; 但 是 事实 上 , 这 里 
并 没有 错误 , 因为 “这 个 类 是 由 恰恰 一 个 元 素 构 成 的 * 这 个 表达 式 ， 
应 当 作为 一 个 整体 来 看 ， 而 这 个 整体 的 意义 ， 在 前 面 已 经 有 了 定 
义 .) 同 样 , 我 们 也 不 难 定义 自然 数 的 一 般 概念 :-- 个 自然 数 是 -个 





(WW) 类 的 百花 放 


有 德 类 的 基数 。 此 外 ; 我 们 还 能 定义 一 切 有 关 自 然 数 的 运算 ， 还 能 
引进 分 数 、 负数 , 无 理 数 以 扩大 数 的 概念 , 而 无 需 在 任何 地 方 超出 
还 辑 的 异 限 。 更 进一步 ， 还 可 以 仅仅 根据 还 辑 定律 来 证明- 一 切 算 
术 定理 (但 附 有 一 个 条 件 , 即 : 在 这 个 琐 辑 定律 的 系 六 中 必须 首先 
加 大 一 条 吓 作 无 穷 公理 的 定律 ; 这 条 定律 断定 :有 有 无穷 多 的 不 同 的 
素 物 这 条 定律 直觉 地 看 来 , 不 像 其 他 膛 辑 定律 那样 自明 )G@。 但 
是 这 整个 的 理论 构造 是 非常 抽象 的 , 不 容易 痊 予 通俗 的 尽 明 , 也 不 
适用 于 对 算术 的 初步 讲解 。 因 此 在 我 们 这 本 书 中 ， 我 们 也 不 想 采 
取 这 个 概念 ， 我 们 把 数 看 作 是 个 体 ， 而 不 看 作 吓 性 质 或 关于 类 的 
类 。 介 是 , 已 考证 明 我 们 有 可 能 将 整个 算术 (包括 建筑 在 算术 之 上 _ 


“的 代数 , 分 析 等 等 ,) 当 作 芳 粹 选辑 的 一 个 部 分 锥 演出 来 , 单单 这 


个 事实 本 身 , 就 足以 称 作 是 近代 选辑 研 完 的 最 休 大 成 就 之 一 .Q* 
。 练 习 


”十 令 区 是 由 所 有 小 于 主 的 数 攀 成 的 集合 ， 陕 末 下 面 哪些 公式 . 
古 甘 的 ，， 
oek, 1€Kk, §¢K, ¥€K, eh? . 

2. 证 究 下 面 四 个 集合 : 

(a) 由 所 有 正 数 构成 的 集合 ， 
”(b) 由 所 有 小 于 3 的 数 构成 的 集合 ， 
Cc) 由 所 有 数 z 构成 的 集合 ,使 得 +++5<8， 
Cd》 出 所 有 数 工 构成 的 集合 , 工 满足 语句 耳 项 “x<9z”。 


， / 
Q@ 这 个 御 战 中 的 一 些 基 本 观念 应 获 归 功 于 弗 莱 格 (参看 第 16 页 $7 注 @); . 弗 菜 . 

格 在 他 的 重 机 的 书 :《 算 术 基 础 》GDie Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1884) 

中 ， 第 一 次 发 挥 了 这 些 轧 椒 。 弗 菜 格 的 这 些 思想 ,又 在 罗 崇 与 怀特 海 的 《数学 原理 》 这 

本 书 中 得 到 了 系统 的 、 .彻底 的 实现 。 (参看 第 16 页 入 注 @@) 


Er rm ua 一 -- 一 一 
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在 上 面 这 些 集合 中 ， 哪些 是 同一 的 , 哪些 是 不 同 的 ? 

”3. 由 所 有 这 样 的 点 构成 一 个 集合 ， 这 些 点 在 空间 中 与 一 个 定 
点 的 氏 帘 不 旭 过 一 个 输 全 的 稚 有 的 攻 度 ， 在 几何 中 ， 我 人 将 个 
集合 是 作 什 么 ? 

4. 合 民 与 上 为 两 个 同心 加 ,人 K 的 趾 征 小 于 工 的 中 径 。 在 824 . 
中 所 肌 哗 的 哪些 关系 , 存在 于 玉 与 卫 之 问 ? 同样 的 关系 是 否 也 存 
在 于 并 与 工 的 图 周 之 间 ? 

5. 划 两 个 正方 形 玉 与 使 及 与 蕊 之 加 有 下 面 的 关系 之 -- 
(a) K=L, 
(Bb) 正方 形 玉 是 正方 形 工 的 一 个 部 分 , 

Cc) 正方 形 玉 包含 正方 形 工 作为 一 个 部 分 ， 

`(d) 正方 形 K 与 正方 形 上 相交 ， 

” (e) 正方 形 玉 与 正方 形 区 不 相交 ， 

-如果 天 与 了 全 等 ， 上面 哪 些 关 系 就 不 能 成 立 ? 如 果 不 考虑 正 
方形 , 而 只 考虑 正方 形 的 周 长 ,上面 有 哪些 间 题 就 不 能 成 立 ? 

6. 售 工 与 y 是 两 个 任意 数 , 使 得 zx<y。 我 们 知道 ,由 所 有 不 小 
， 于 = 又 不 大 于 y 的 数 构 虑 的 集合 , 就 叶 作 以 z 与 y 为 端点 的 区 辣 ， 
这 个 区 间 用 符号 “[zx,y]" 来 表示 。 . | 

下 面 公式 中 哪些 是 正确 的 ， 

Ca) [3,5JC[L3,6], 
~ (b) [4,7]CrL5, 10], \ 

Cc) [~2,4]OL—3,5], 

(d) [一 7 1 过 [一 5, 一 2]? 

在 下 面 这 些 区 于 之 间 有 哪些 根本 关系 ， 
可 Ce) [2, 4] 和 [5;, 8]， 

Cf) 3, 6] 和 [3 到 ,5 去 J 


i 





〈《IV) 类 的 理 - 巷 81 


(g) [1 专 , 7 和 和 [ 一 2， 81 加 
了. 下 面 这 个 滞 句 ( 它 的 烙 构 与 824 讲 过 的 三 段 注定 律 相同 ) 是 
”其 的 吗 : 

如 果 玉 与 二 不 相交 而 且 世 与 1M 不 相交 ， 那么 ,KK 与 

不 相 交 ? 

.ee 将 下 列 公式 期 胁 成 日 常用 间 ， 

(a) (z= DOALCze Ky K)], 

(b) (K=OALCeR) ore)], 

”822 与 $24 中 的 哪些 定律 ， 可 以 用 上 面 这 些 公式 去 下 达 ? 在 
(b) 这 个 等 值 式 的 两 边 , 需要 作 其 么 改变 ， 才 可 以 得 到 一 个 关于 符 : 
号 <C? 或 二 ”的 定义 ? 

8. 仿 ABC 是 一 个 任意 的 三 角形 ，BC 汽 上 有 任意 - 点 DD, 三 
角形 ABD 与 三 角形 ACD 之 和 形成 什么 图 形 ? ABD 与 ACD 之 
积 又 形成 什么 图 形 ? 

.将 你 的 答案 用 公式 表示 出 来。 

10. 试 将 一 个 任意 正三 形 表示 为 ， 

(a) 两 个 梯形 的 和 ， 

(b) 两 个 三 角形 的 交 。 

11. 下 曾 的 哪些 公式 是 芙 的 (比较 上 面 第 6 题 )， 

(a) [2,3 志 JULS,5]=[2, 5]， 

(b) [~1,2JULo,3]=[0,2], 

(c) LL—2,8](/[3,7J=[ ~—2,8], 

(qd) [2, 4 去 ] 人 [3,5] 一 [2,3]。 、 

上 面 有 些 公式 是 假 的 ， 在 那些 假 的 公式 中 ,将 “= 右边 的 表达 
式 加 以 改正 , 使假 公式 变 成 一 个 正确 的 公式 。 z 

12. 合 民 与 荆 是 两 个 任 党 的 类 。 如 果 KCL， 那 么 ,KUL 与 


ee me en 
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KNL 是 等 于 其 么 类 ? 详 组 说 明 ; KUV， KNY, AU AIZ 
等 于 其 么 类 ? 
提示 : 在 答复 第 二 个 于 题 时 ， 应 该 想到 $24 关 于 V 与 人 的 定 . 
律 。 
13. 就 证 明 :任何 类 K, 上 与 M 满 足 -F 面 公式 : 
(a) 天 C 开 U 工 而 且 KOKNL, 四 
(b) KN CUM)= CEND U (KNM)TmAKY LNM)= 
KUDN KYM, : 
(CO KV'SK, 

.(d) (UD K'NL' 而 (KNL)'= K'UL' 
公式 (a) 电 做 (类 的 加 法 与 乘法 的 ) 简 化 定律 ;公式 (b) 的 上 征 , 叫 作 
(关于 加 法 的 类 的 乘法 的 ) 分 配 律 , 公式 (b) 的 下 中 ,号 作 ( 关 于 乘法 
”的 类 的 加 法 的 ) 分 配 定律 。 公 式 (c) 是 两 重 余 类 的 定律 ;公式 (d) 是 
类 的 理 瑜 方面 的 摩根 定律 .上面 的 定律 中 哪些 和 算术 定理 相当 ? 

提示 例如 为 了 要 证 明 公式 〈d) 的 第 -部 分 ， 只 要 指出 _ 
(KUZ) 与 玉 nZ 是 由 完全 相同 的 元 素 构成 就 饮 了 (参看 824)。 
”为 了 这 个 目的 我 们 必须 应 用 825 的 定义 ,开明 确 甚么 时 候 一 个 事 
物 z 属 于 类 (KUL)', 花 么 时 候 z 属 于 KL。 

14. @8@ 在 812，813 与 第 (ID 章 的 习题 14 中 所 讲 的 语句 演 
算 定 律 , 与 在 $24, $25 以 及 前 面 13 是 中 所 讲 的 类 的 运算 的 定律 
-之 问 ， 在 精 构 上 存在 着 极 大 的 相似 《它们 名 称 的 类 伺 就 指出 了 这 
点 )。 群 条 说 半 基 么 地 方 相似 , 并 且 对 这 种 现象 痊 予 普 汤 的 说 明 。 

在 14 中 ,我 们 知道 了 语句 演算 的 洲 反 定律 ; 试 作出 类 的 运算 
方面 的 类 似 的 定律 。 





4 - 


@ 冀 寺 第 50 页 第 CL ) 章 练习 14 的 注 中 ， 
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15. 用 822 中 所 引 大 的 符号 
C 
”我 们 可 以 将 两 类 之 和 的 定义 写成 ; 
KU L=C [Cre€ kv (ze€1)]; 

但 是 , 也 可 以 用 通常 的 等 值 式 的 形式 (不 用 C 这 个 符号 ) 将 这 个 定 
”， 尺 表 示 如 下 : 

[ze (KYUD or Cre (rEL) ]。 
: 就 同样 用 这 两 种 办 法 来 表示 他 类 的 定义, 空 类 的 定义 ,两 类 之 
积 的 定义 、 一 类 的 余 类 的 定义 。 

"16. 有 没有 这 样 一 个 乡 朋 形 ， 它 的 所 有 边 的 集合 与 它 的 所 有 、 
对 角 绚 的 集合 是 等 数 的 ? 

*17. 只 用 腕 辑 范 围 中 的 语 齐 ， 作出 下 列表 达 式 的 定义 ; 

(Ca) 玉 类 是 由 丽 个 元 素 构 皮 的 ， 

(b) 玉 类 是 由 三 个 元 来 构成 的 。 

*18. 考虑 下 列 三 个 集合 ， 

Ca) 所 有 大 于 0 又 小 于 4 的 自然 数 的 集合 

Cb》 所 有 大 于 0 又 小 于 4 的 有 理 数 的 集合 ， 

Cc) 所 有 大 于 0 又 小 于 4 的 读 理 数 的 集合 

”哪些 是 有 穷 集 合 ， 包皮 是 无 内 集合 ? 斌 另外 举 出 几 个 关于 
的 有 劣 集合 与 无 内 集合 的 例子 。 


了 二 
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(V) 关系 的 理论 
$27。 关 条 , 关 和 邓 的 前 域 与 关 季 的 后 域 ; 关 和 采 
与 有 两 个 自由 变 项 的 语句 图 项 


在 前 几 章 中 ; 我 们 锯 孝 睹 到 事物 癌 的 一 些 关系 。 作 为 两 个 事 
。 物 则 的 关于 的 例子 , 我 们 可 以 举 出 同一 (相等 ) 与 相 旺 (不 相等)。 有 
时 ,我 个 可 以 将 公式 : 


了 


T=—y 
芒 成 : : . 
z 与 y 有 间 一 关系 
i : 工 与 9 之 问 有 同一 关系 ; 
并 且 我 何 说 “一 ”表示 同一 关系 。 同 样 , 有 时 候 我 何 把 公式 : 
闻 Ty 
读 成 : | : 
人 


或 

z , .与 y 之 名 有 相 刁 关系 ， 

并 且 我 们 衣 “ae” 表示 相 轩 关系 。 此 外 , 我 们 还 谈 到 过 类 与 类 之 同 

的 某 些 关系 ， 例如 , 包含 关系 , 相交 关系 ， 不 相交 关系 等 等 。 现在 ， 

我 们 要 来 对 论 一 些 属 于 一 般 的 关 条 理 葵 的 概念 。 关系 的 理 芥 ,是 ， 
肝 辑 中 的 一 个 专门 的 而 且 非 常 重要 的 痢 分 ， 关 系 的 理 前 研究 带 有 
完全 任意 性 质 的 关系 , 并 且 确 立 关 于 这 些 关 系 的 一 般 定 律 .@ 





Q@ 摩根 与 皮尔 斯 (参看 第 12 页 §5 注 由 和 第 50 页 第 (ID) 章 练 习 14 注 四 ) 首 先 发 
_ 展 了 关系 理 葵 ， 特 别 是 发 展 了 关 采 理 葵 中 时 作 关 采 演 算 的 这 一 部 分 ( 因 看 $28 ), 德国 


电 
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为 了 便于 讨论 , 我 们 引 人 变 项 “及 "93 … 以 表示 关系 。 我 个 
“可 以 将 : 
事物 文 与 事物 y 有 尺 关系 
简写 成 ， 
XRhRy, 
又 可 以 将 :. ' : , 
事物 zz 与 事物 y 没 有 尺 关 系 ， 
写成 (应 用 语 名 演 算 中 的 否定 符号 ， 湖 看 813): 
CRD。 
任何 一 个 与 某 一 事物 : y 有 不 关系 的 事物 ， 吓 作 玉 关 柔 的 前 起 
Cpredecessor); ;任何 适合 
ee ey , 4 
中 的 y 的 事物 ， 是 作 怀 关系 的 后 继 (successor)。 由 所 有 尺 关系 的 
前 趋 构成 的 类 , 呀 作 尺 的 前 域 (domain), 由 有 所有 关系 的 后 继 
构成 的 类 , 吓 作 尺 的 后 域 (counter domain 或 converse domain)。 
- 例如 ,任何 事物 禾 朗 是 同一 这 个 关 条 的 前 欧 , 双 是 同一 这 个 关系 的 “ 
后 继 。 因 而 , 同一 关系 的 前 趋 与 后 继 , 者 是 侈 类 。 
在 关系 理论 中 ， 正 如 在 类 理 更 中 ， 我 们 可 以 区 分 不 同 狼 的 关 
条。 第 一 般 关系 就 是 个 体 之 交 的 关系 。 第 一 般 关 系 就 是 第 一 级 关 
条 与 第 一 级 关系 之 问 的 关系 ， 或 第 一 般 类 与 第 一 航 类 之 间 的 关系 ; 
其 余 可 以 类 推 。 在 这 里 , 情形 是 更 为 复杂 的 。 因 为 ,我 们 常常 要 研 
z 完 到 “混合 的 ”关系 , 这 种 混合 关 和 的 前 趋 ， 例如 讨 , 是 个 体 , 而 它 的 
后 继 是 类 , 或 者 , 前 趋 是 第 一 般 类 , 而 它 的 后 继 是 第 二 故 类 。 混 合 


愤 辑 家 习 玉 德 采 统 地 扩充 和 先 成 了 这 种 理 葵 。 习 玉 德 的 《 关 有 的 代数 与 愤 辑 》(Algebra 
und Logik der Relative, Leipzig 1895) 这 本 书 [这 是 他 的 更 大 的 著作 :《 关 于 导 克 的 
代数 学 》(Vorlesungen iiber die Algebra der Logik) 一 书 中 的 第 三 爷 ] 至 今 还 是 一 
本 仪 有 的 群 疾 对答 关 系 演 算 的 书 。 
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OOO 


关系 中 的 最 重 机 的 例子 ， 避 是 那 种 存在 于 一 个 元 素 与 这 个 元 素 所 
属 的 类 之 并 的 关系 。 我 们 还 本 得， 这 种 关系 在 $21 中 ， 是 用 “e" 表 
示 的 。 和 在 对 论 类 理论 时 一 样 ， 我 们 现在 主要 人 也 只 讨论 第 一 航 关 





。 系 ; 然而 ,这 里 所 时 险 的 概念 可 以 应 用 于 ,并 且 在 少数 情形 下 将 被 
应 用 于 更 高 艇 的 关系 。 


我 们 假定 ,对 于 每 一 个 具有 两 个 自由 变 项 x 与 y 的 入 名 琴 项 ， 
相应 地 ,有 一 种 存在 于 事物 与 y 之 于 的 关系 , 当 且 仅 当 工 与 ? 满 
是 这 个 语句 画 项 。 就 这 一 点 而 说 ,我 们 说 :一 个 具有 自由 变 项 与 
y 的 语句 洲 项 ， 表示 一 种 工 与 y 之 阅 的 关系 。 例如 ， 下 面 这 个 语句 
画 项 :, 
z 二 3y 一 0 
裂 示 上 有 具有 正 负 相反 符号 的 关 采 (having the opposite sign), 或 简 剖 
地 襄 ， 正 负 相 反 的 关系 ; 数 Xx -与 数 y 就 有 正 负 租 反 的 关系 (the 
relation of being opposite) 当 且 仅 当 X 十 y 汪 -0。 如 果 我 个 用 符 号 

〇 表示 这 种 关系 ,那么 , 公式 : 

XOY 
与 
z+y=0 
就 是 等 值 的 。 同 样 ， 任 何 只 包含 全 自由 变 顶 4 与 ? 的 医 句 两 项 都 可 


以 变 成 一 个 具有 > 

| zRy 

彩 广 的 等 什 的 公式， 次 中 访 是 一 个 指示 茉 各 关系 的 常 项 。 因 

正如 同 公式 、 - 

XEeKk : 

可 以 着 作 是 包含 一 个 自由 变 项 的 语句 画 项 的 普 肖 形 式 一 样 ， 公 式 
大 及 y 





cy) 关 洒 的 理 巷 87 
可 以 看 作 是 包含 两 个 自由 灾 珊 的 语句 画 项 的 普 尖 形式 (参看 $822)。 
828， 关 和 的 运算 ， - 


关系 理 哗 是 数理 还 辑 中 高 度 发 展 的 分 支 之 一 。 关 系 理 共 的 一 
个 部 分 一 一 关系 运算 与 类 的 运算 相似 ， 它 的 主要 对 象 是 建立 有 关 
关系 运算 的 定律 ， 用 这 些 运算 定律 ， 可 以 由 一 些 输 定 的 关系 ， 构造 
出 另 一 些 关 系 来 。 

在 关系 运算 中 ， 我 何 首 先 要 考虑 到 的 是 一 硼 概 念 这 一 组 概念 
与 类 的 运算 中 的 概念 完全 类 位 ;而 关于 这 一 组 概念 的 定律 也 同类 
“的 演算 中 的 定律 十 分 相似 。 我 们 常常 用 类 的 运算 中 的 符号 去 表示 
这 和 组 概念 。( 当 然 , 为 了 避免 混同 起 见 , 我 个 也 可 以 在 关系 运算 中 
采用 另 一 租 符号 , 例如 , 我 们 可 以 把 类 的 运算 中 的 每 一 个 符号 , 都 
加 上 一 个 点 ,而 将 这 些 加 了 点 的 符号 用 作 关 系 运 算 中 的 符号 。》 

因此 , 在 关系 运算 中 我 位 有 两 种 特别 的 关 采 , 即 : 从 关系 V 与 
空 关系 人 ;公关 系 为 任何 两 个 事物 之 癌 所 有 ， 兴 关 条 不 任何 个 
事物 所 有 。 
、 ”其 次 ,关系 与 关系 之 加 有 各 种 关系 ,例如 ; 包含 关系 。 如 果 , 任 
何 时 候 两 个 事物 问 有 关系 R， 这 两 事物 问 就 有 关系 S, 那么 ， 我 们 
就 说 :关系 及 包含 于 关系 5; 换 冒 之 , 对 于 任何 与》， 如 果 公式 : 


藉 画 : : 
| zrSy, 
那么 ,关系 尺 就 包含 于 关系 S, 用 符号 表示 ,就 是 。 
RCES, | 


例如 , 从 算术 中 ， 我 们 知道 ， 任何 时 候 
的 
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那么 ， 
" Ty。 
因此 ， 小 于 这 个 关系 就 包含 于 不 等 这 个 关系 。 
如 果 同 时 
朗 RES 而 且 SCR, 


也 就 是 说 ， 如 果 关 系 怀 与 关系 5 存在 于 那些 同 一 的 事物 之 间 ， 那 
么 ,R 与 S 就 是 同一 的 , 即 ， 
R=S, 
- 其 次 ,还 有 两 个 关系 尺 与 3 之 和 , 用 符号 故 示 , 即 ， 
| 
和 两 个 关系 RR 与 8 之 积 或 交 ,用 符号 表示 ， 好 
RNS. 
两 个 事物 阅 就 RUS 关系 ， 当 且 仅 当 这 两 个 事物 阅 亚 少 有 关系 R 
与 5 中 之 一 , 换 首 之 , 公式: z 2 
XRUS)Yy z 
与 。 
X LRy 或 rzSy z 
是 等 值 的 。 同 样 ,两 个 关系 之 积 也 可 以 这 样 加 以 定义 , 只 是 把 “或 ” 
这 个 词 换 成 “而 且 ” 这 个 词 。 例 如 ,如 果 尺 是 父子 关系 , S 是 母子 
: 关系 , 那么 ， RUS 就 是 厅 子 关系 ,而 RNS 却 是 一 个 空 类 。 
”最 后 ， 还 有 一 个 关系 R 的 否 罕 关系 或 祭 关系 ， 这 用 符号 表示 
如 下 - z 
~ z RR’ | 

R' 存在 于 两 个 素 物 之 癌 , 当 且 仅 当 一 个 关系 尺 不 存在 于 这 两 个 事 
， 物 之 疗 。 换 首 之 ,对 于 任何 与 y, 公 式 i 
: xR’'y 


i 
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与 公式 
~(Ry) : : 
是 等 值 的 。 应 当 注意 , 如 果 一 个 关系 是 一 个 常 项 , 那么 , 就 常常 在 
这 个 常 项 符号 于 划 工 一 下 横 或 一 儿 横 去 者 示 这 个 关系 的 余 关 条 或 
否定 。 例 如 ,关系 < 的 否定 , 常用 “二 ”去 表示 , 而 不 用 “<” 去 走 
示 。- . " 
在 关 系 运算 中 , 也 出 现 一 些 完全 新 的 , 类 的 运算 中 的 概念 不 
相似 的 概念 。 
这 里 ， 首先 有 两 个 笑 别 的 关系 , 即 个 体 阅 的 同一 关系 与 相 办 类 
系 〔 这 两 者 恰恰 是 我 们 在 前 画 已 附带 地 讲 到 过 的 )。 在 关系 运算 
中 ， 这 两 种 关系 就 用 特别 的 符号 “|” 与 “D? 来 表示 (而 不 用 选辑 中 
其 他 部 分 所 用 的 “一 ”与 “ 吉 ” 来 表示 )@@@。 这 样 , 我 们 就 将 它们 写 
成 ， : 
+ . zly 与 ZDy 
而 不 写成 ， 名 
z=y 与 Xey。 
符号 “二 ”与 “万 ”在 关系 运算 中 ， 只 是 用 来 表示 关系 与 关系 之 癌 的 
”同一 与 相 时 的 。 . 
这 里 ,我 们 还 有 一 个 引 人 注 党 的 而 且 重 要 的 新 运算 ,应 用 这 个 ， 
运算 ,我 们 能 够 从 两 个 关系 及 与 3 得 到 第 三 个 听 作 尺 与 5S 的 相对 
积 这 样 的 关系 (为 了 同 相对 积 区 3 通常 的 R 与 5 的 积 , 就 中 作息 
对 积 )。 尺 与 3 的 相对 积 , 用 符号 表示 为 : 
5 R/S; |) . 
Z 与 3 之 问 有 关系 R/S, 当 且 仅 当 有 一 个 z 使 得 
XRz 而 且 zSy,. 

例如 ， 全 R 为 是 丈夫 关系 ， 8 为 是 女儿 关系 。 如 果 有 一 个 人 z, 而 


过 


， 
ma EE 多 放手 i Et he mh ee a ee ie pie 
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荆 是 zx 的 丈夫 , z 是 y 的 女儿 , 那么 , 工 与 y 之 间 有 R/S 关系 , 而 
R/S 关系 也 就 是 女 婚 关 系 。 此 外 ， 我 们 还 有 一 种 具有 类 似 性 质 的 
运算 ， 它 叫 作 两 个 关系 的 相对 和 。 这 个 运算 并 不 起 重大 的 作用 ， 
因此 然 里 我 何 也 就 不 输 它 下 定义 了 。 

最 后 ,还 有 一 种 运算 ( 它 与 作出 R' 的 那 种 运算 相 类 似 )， 应 用 
这 种 运算 ,我 全 能 够 从 一 个 关系 尺 得 到 一 种 中饭 RR 的 小 关 系 的 新 
关系 。 这 种 关系 用 符号 表示 就 是 ， 

z R, . z z 
久 存在 于 z 与 ?之 问 ， 当 且 仅 当 尺 存在 于 y 与 之 于。 如 果 一 个 
关系 是 用 一 个 常 项 表示 的 ,那么 , 要 表示 效 个 关系 的 道 关 系 , 我 们 
就 常常 把 这 个 常 项 写成 相反 的 方向 。 例如 , 关 系 过 的 首 关 系 ,就 是 

”关系 之 , 因为 , 对 于 任何 工 与 % 公式 
与 公式 

四 yPT 

是 等 值 的 。 

才 和 到 关 天 运算 的 上 为 汪 的 性 质 ， 我 们 在 时 前 不 入 一 

步 详细 和 肝 论 它 了 。 : 


» 


“现在 我 们 要 转 到 关系 理论 的 另 一 个 部 分 , 在 这 个 部 分 中 ,我 们 


、 要 提出 并 且 研 究 一 些 在 其他 科学 中 ， 符 别 是 在 数学 中 ,常常 磁 昂 的 
特别 的 关系 。 
和 如果 到 类 中 的 每 一 个 元 来 都 与 它 自 己 有 关 条 R， 我 们 论说 ， 
关 条 尺 在 类 中 是 自 反 的 ;用 符号 夫 示 , 就是， 


TRI 
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如 果 KK 类 中 没有 一 个 元 素 与 它 自己 有 关系 R, 即 

~(rR7), 
那么 ,我 们 就 说 :关系 在 类 中 是 不 自 反 的 。 如 果 对 于 玉 业 中 
任何 两 个 元 素 , 公式 四 ， 


xRy 
钴 画 公式 
yRz, 
那么 ,我 们 就 玉 ， 关系 玉 在 玉 类 中 是 对 称 的 。 但 是 ,如 果 公 趟 
| zrRy 
夭 函 
~(y Rr), 


那么 , 我 他 就 襄 ， 关系 尺 在 玉 类 中 是 不 对 称 的 。 如 果 对 于 天 类 中 
的 任何 三 个 元 素 zy 与 而 说 ;条件 
XRy 而 且 y Rz 
永远 著 卫 
\ | XRy, 
那么, 我 们 就 说 ， 关系 RR 在 玉 类 中 是 传递 的 。 最 后 ， 如 果 对 于 开 
类 中 任何 两 个 元 素 z 与 % 下 面 两 个 公式 
TRy, yRI . 
中 到 少 有 一个 是 的 ， 也 就 是 诗 ， 如 果 关 系 及 至少 以 一 个 方向 存 
在 于 天 类 中 任意 两 个 不 同 元 素 之 间 , 那么 ,我 们 就 说 :关系 尺 在 KK 
类 中 是 连通 的 。 
如 果 K 是 一 个 全 关 ( 让 者， 至 少 , 是 我 们 所 研究 的 那 一 门 科学 
的 喻 域 , 参看 823), 为 了 简单 起 见 ,我 们 常常 不 说 ; 某 关系 在 天 类 
中 是 自 反 的 、 对 称 的 , 等 等 ,而 只 说 : 它 是 自 反 的 .对称 的 , 等 等 


i RE -HL io 1 王 :- 寺 抽 ru 省 W 9 王 = 、 A 匡 着- 可 Uac ra qd 
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850， 自 反 的 , 对 称 的 与 传递 的 关系 


上 面 所 尽 的 那些 关系 的 性 质 , 常常 联合 在 一 起 出 现 。 例 如 , 党 
, 常 有 一 些 关系 , 它们 弃 是 自 反 的 , 又 是 对 称 的 ， 双 是 传递 的 。 典 型 
的 例子 , 就 是 同一 关系 。81Y 的 定律 (ID， 就 是 表示 同一 关系 是 自 
反 的 , 定律 UID) 表示 同一 关系 是 对 称 的 , 定律 (IV) 示范 同一 关系 ， 
是 传递 的 《这 也 说 明 何以 我 们 共 817 所 讲 的 那些 定律 以 这 样 的 名 
称 )。 在 几何 中 可 以 找到 这 类 关系 的 许多 其 他 例子 。 在 一 个 疱 段 
的 集合 中 , 例如 , 妈 等 是 一 个 自 反 的 关系， 因为 每 一 个 多 段 都 与 它 
自己 至 等 。 全 等 又 是 对 称 的 , 因为 , 如 果 交 段 4 与 多 段 B 是 全 等 
的 , 那么 , 线段 B 与 多 段 4 是 全 等 的 。 同 时 ,全 等 还 是 传递 的 ， 因 
为 , 如果 疤 展 4 与 多 段 B 是 至 等 的 , 而 且 效 段 B 与 线段 C 是 全 等 
的 , 履 么 ,多段 4/ 与 禾 自 C 是 至 等 的 。 多 角形 阅 的 相似 , 直 焰 凤 的 - 
在 行 《 假 定 任何 直 业 都 与 它 自己 在 行 都 具有 上 面 所 褒 的 三 个 性 
质 。 在 玫 何 范围 之 外 , 人 与 人 疯 的 年 岁 相同 关系 , 字 与 字 间 的 同 义 
关系 , 也 都 具有 上 面 所 襄 的 三 个 性 质 。 
我 们 可 以 将 每 一 个 同时 是 自 反 的 、 对 称 的 与 传递 的 关 采 看 作 
是 某 一 种 相等 。 因 此 ， 我 们 可 以 不 说 ， 两 个 事物 半 有 那样 一 秘 关 
系 , 而 襄 : 这 两 个 事物 在 某 个 方面 是 相等 的 , 或 者 , 更 准确 地 说 ;这 
两 个 事物 的 某 个 性 质 是 同一 的 。 这 样 ， 我 们 襄 以 把 两 个 次 段 是 至 
” 锋 的 , 或 , 两 个 人 是 同样 年 龄 的 , 或 者 ， 两 个 宇 是 同样 意义 的 这 些 
说 法 , 分别 换 成 : 这 两 个 缕 段 在 长 度 方 面 是 相等 的 ,这 两 个 人 的 年 
” 龄 是 相同 的 , 这 两 个 字 的 意义 是 同一 的 。 


“* 我 们 用 -一 个 例子 来 裔 明 , 怎样 我 们 可 以 为 上 面部 种 表达 方式 


建立 一 个 还 辑 的 基础 。 为 此 ， 我 个 且 考 虑 多 角形 间 的 相似 关系 。 
”我 个 把 由 所 有 相似 手 一 个 葵 定 的 多 角形 已 的 多 角形 所 构成 的 集 
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合 称 为 多 角形 P 的 外 形 (或 者 ， 用 较为 流行 的 水中 这 ,我们 将 这 
个 共同 的 性 质 称 为 多 角形 'P 的 外 形 , 这 个 共同 性 质 是 所 有 相似 于 
多 角形 PP 的 多 角形 所 都 具有 而 其他 的 多 角形 所 都 没有 的 )。 这 样 ， 
”不 同 的 外 形 就 是 多 角形 的 某 种 不 同 的 集合 (或 者 说 ,是 多 角形 的 茶 
种 不 同 的 性 质 , 参看 $22 未 尾 的 说 明 )。 上 面 已 经 齐 过 ,相似 关系 
是 自 反 的 .对 称 的 与 传递 的 。 根 据 这 点 , 我 们 现在 很 容易 说明 ; 每 
一 个 多 角形 属于 , 并 且 仅 仅 属于 一 个 这 样 的 集合 , 两 个 相似 的 多 角 
”有 形 悄 于 同一 个 集合 ,两 个 不 相似 的 多 角形 属于 不 同 的 集合 。 由 此 ， 
我 们 就 可 以 推出 :公式 
和 多 角形 了 与 Q 是 相似 的 
与 公式 
多 角形 已 与 o 有 相同 的 外 形 ( 即 是 天 ， 已 与 2 的 外 形 是 
同一 的 ) 
是 等 值 的 。 
芒 者 将 会 注意 到 , 在 以 前 的 计 葵 过 程 中 ; 我 们 已 却 用 了 类 平 这 
桩 的 办 法 , 即 是 在 826 中 ， 我 们 将 表达 式 : ， 
玉 关 与 己 类 是 等 数 的 
变 为 和 它 等 值 的 卖 达 式 : 
玉 类 与 志 类 有 同一 的 基数 。 

“我 们 不 难 豌 明 , 同样 的 办 法 可 以 应 用 于 住 何 自 反 的 、 对 称 的 与 
传递 的 关系 人 BS。 甚至 还 有 一 个 叫 作 抽象 原 其 (principle of abstra— 
ction) 的 还 辑 定律 , 它 粉 上 面 的 办 法 提供 一 个 普 肖 的 理 秀 基础 , 但 
是 , 这 里 我 们 不 想 对 这 个 原则 作 精 衫 的 讨论 。* 

” “直到 现在 ， 还 没有 一 个 普 双 接 受 的 术 放 来 表示 所 有 那些 斌 是 
”” 自 反 的 、 又 是 对 称 的 与 传递 的 关系 。 有 时 候 , 我 们 一 般 地 将 这 样 的 
、 关 系 啦 作 相等 或 等 值 (equalities 或 equivalencesJ)。 但 是 ; 相等” - 
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这 个 证 亡 ， 有 时 是 用 来 表示 我 们 这 时 所 说 的 这 一 类 关系 中 的 蘑 此 
特殊 的 关系 ， 因而 , 如 果 两 个 事物 之 加 有 这 样 的 一 种 特殊 的 关系 ， 
那么 我 们 就 说 , 这 两 个 事物 是 相 夫 的 。 例 如, 在 儿 何 中 , 如 我 们 在 
$19 已 处 指出 ,全 等 的 多 段 , 常常 吓 作 相等 的 多 段 。 这里; 我 们 再 一 
.次 强 裔 ,最 好 根本 避 够 用 这 样 的 说 法 这 样 的 脱 法 会 产生 含混 ， 并 
县 它 速 反 了 我 们 将 相等 与 “同一 一 看 作 同 义 字 的 这 个 规定 。 


831. 序列 关 柔 ; 其 他 关 条 的 合子 


另 一 类 常 见 的 关系 ， 就 是 那些 在 一 个 痊 定 的 类 玉 中 不 对 称 、 
的 ,传递 的 与 连通 的 关系 (可 以 往 容 易 看 到 ,这样 的 关系 也 必然 是 
在 玉 类 中 不 自 反 的 )。 我 们 就: 一 个 具有 这 些 性 质 的 关系 , 在 玉 类 
中 确立 一 个 序列 我 们 外 说 ; 关系 及 将 玉 类 排 成 一 个 序列 B@。 例 
如 ， 小 于 这 个 关系 (或 , 我 们 偶然 也 会 说 ， 消 于 这 个 关系 ), 它 在 任 - 
何 数 的 集合 中 都 是 不 对 称 的 , 因为 ， 如 果 zx 与 y 是 任何 两 个 数 , 又 
如 果 . 
| < 
那么 ， 

| ?本 也 就 是 要 一 (< 

小 于 这 个 关系 是 传递 的 , 因为 ,公式 
zy 而 县 ycx 
攻 夯 
Te 
最 后 ， 小 于 这 个 关系 是 连通 的 ， 因为 ， 在 任何 两 个 不 同 的 数 中 ， 总 有 
一 个 数 小 于 另 一 个 。( 而 且 小 于 也 是 不 自 反 的 ,因为 , 没有 一 个 数 
小 于 它 自 己 。) 因此 , 小 于 这 个 关系 将 任何 数 的 集合 排 成 一 个 序列 
同样 , 大 于 这 个 关系 也 表示 了 任何 数 的 集合 的 另 一 各 序列 关 有 条。 
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现在 让 我 们 来 考虑 老 于 这 个 关系 。 我 们 很 疮 易 证 明 : 老 于 这 
个 关系 , 在 任何 一 个 答 定 的 人 的 集合 中 是 不 自 反 的 、 不 对 称 的 而 且 
传递 的 。: 但 是 , 它 却 不 一 定 是 连通 的 ; 因为 , 可 以 有 这 样 的 情形 , 在 
这 一 个 集合 中 ; 包含 两 个 恰恰 是 同一 年 岁 的 人 , 也 就 是 说 , 他们 是 
在 由 一 个 时 到 由 全 的 ， 大 此 苍 于 下 个 关系 明 不 在 任何 方 下 丰 
在 于 他 们 之 阅 。 另 一 方面 , 姑 果 我 何 所 考虑 的 是 这 样 -个 集合 ,在 


这 个 集合 中 没有 两 个 年 岁 完全 相同 的 人 ， 那么 ， 泥人 人 在 | 


”那个 集合 中 建立 起 一 个 序列 。 四 
| 还 有 许多 关系 , 饥 不 属于 自 反 的 、 对 称 的 与 传递 的 关系 这 一 个 
范 轮 , 也 不 属于 不 对 称 的 .传递 的 与 速 通 的 关系 这 一 个 范畴 : 让 我 . 
们 来 考虑 儿 个 例子 。 

相 暴 这 个 关系 在 任何 集合 中 都 是 不 自 有 反 的 ， 因为 没有 一 个 率 
物 不 同 于 它 自 己 ; 相 轩 这 个 关系 是 对 称 的 ， 因为 , 如 果 


ZE 
那么 ， \ 
和 yr 
” 相 轩 关 系 不 是 优 递 的 , 因为 公式 ; 
四 ASy 而 且 ? 志 2 
并 不 巷 画 : : 和 - 
,| sz + 


相 边关 系 是 连通 的 , 这 一 点 是 很 容易 明白 的 。 : 
根据 同一 定律 与 一 条 三 段 论 定律 (参看 824), 我 们 知道 , 张 与 
类 并 的 包含 关系 是 自 反 的 与 传递 的 ; 又 我 们 知道 ,包含 关系 诫 不 是 
对 称 的 , 也 不 是 不 对 称 的 , 因为, 公式 | 
KCE : 
猎 不 蓝 画 , 也 不 排除 
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LCK / 
当 且 仅 当 玉 类 与 也 类 是 同一 的 ,那么 , KCZ 与 LCK 地 同时 是 其 
的 ; ) 最 后 , 我 们 很 容易 知道 ,包含 不 是 连通 的 。 这 样 , 包含 这 个 关 
系 的 性 质 , 同 前 面 所 讲 过 的 那些 关系 的 性 质 都 不 同 。 


$32. 一 多 关 采 或 画 项 


: 避 在 我 们 要 比较 腾 和 地 时 喉 另 _- 类 等 别 重要 的 关系 。 如 果 对 一 
于 每 一 个 事物 % 至 多 有 一 个 事物 Xx, 使 得 TRy, 换言之 , 如 果 公 
式 、 | 
TRyWmiH. zrRy 
葡 画 
交 一 之 ， 
“那么 , 关系 RR 就 中 作 一 条 关 系 或 者 夯 项 关系 ， 或 者 ， 简单 地 叫 作 一 
个 画 项 。 关 系 R 的 后 继 ， 就 是 这 样 的 一 些 事物 y% 对 于 这 些 y 去 
有 一 些 事物 Zz, 使 得 
TRy; - 

关系 民 的 后 继 ， 是 作 关系 R 的 主 目 值 ; 关系 的 前 趋 吓 作 关 系 
的 夯 项 值 ， 或 者 ， 简单 地 咱 作 机 项 尺 ， 的 值 。 命 尺 是 一 个 任意 的 醒 
项 ,y 是 图 项 .R 的 任何 一 个 主 目 值 ， 那么 ， 那个 相应 于 主 目 值 y 的 
唯一 的 画 项 值 z, 我 们 就 用 符号 “RCy)” 来 表示 。 因 而 ,我 们 用 、 - 
. : 区 二 KR(y)SO ,| 
去 代 换 

人 3 

”一 般 地 ,特别 是 在 数学 中 , 已 烃 成 为 一 个 习惯 ,我们 不 几 变 项 
“RS … 而 用 别 的 字母 如 “Ag”… 去 表示 画 项 关 有 条, 因此 ,我 
个 常常 可 以 看 到 | 这 样 的 公式 , 如: | 


和 时 


i 1 i 5 
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z=f(y), w=g(y), 3 

公式 : 
z= f(y) 
可 以 项 成 ， 

天 允 于 二 有 人 朱 估 ， 
四 二 是 那个 站 应 于 证 目 信 y 的 画 顶 三 的 信 。 
《另外 也 有 一 各 习惯 , 用 变 项 “zx” 去 指 主 目 值 , 用 “y” 去 指 画 项 值 。 
我 们 将 不 遵守 这 种 习 屠 。 我 们 还 是 用 “z” 去 指 夯 项 值 ,用 “y” 去 指 
主 目 值 ， 因 为 这 样 可 以 便于 与 关系 理 葵 中 所 用 的 一 般 符号 联系 起 
来 .) 

在 许多 初等 代数 数 科 书 中 , 我 们 发 现 ， 关于 页 项 概念 的 定义 与 
这 里 所 用 的 定义 很 不 同 。 在 那些 沿 科 书 中 ， 羡 项 关系 被 表 迹 为 是 
.一 种 两 个 “ 变 ” 量 或 “ 变 ” 数 问 的 关系 , 即 ， 被 才 述 为 是 “ 自 变 项 与 
“应 变 项 ?于 的 关系 ; 自 变 项 与 应 变 项 是 互相 依 屯 的 :好 果 自 变 项 变 
了 , 应 变 项 也 跟着 变 。 这 种 定义 今天 已 烃 不 该 再 用 了 , 因为 它们 多 
不 起 任何 滔 辑 的 批 物 。 从 前 有 过 一 个 时 期 ， 有 人 企图 分 别 “ 常 * 盟 
与 “ 变 ” 量 《 套 看 81)， 这 种 定义 是 这 个 时 期 遗留 下 来 的 东西 。 但 ， 
是 , 如 果 一 个 人 想 既 合乎 近代 科学 的 要 求 ， 又 不 完全 打破 伟 糙 ,他 
可 以 保留 旧 术 证 , 而 在 语 鹿 “ 主 目 值 ”与 “ 画 项 值 * 之 外 ,再 用 “ 自 变 
项 值 ”与 “应 变 项 钮 ”这样 的 表达 式 。. 

画 项 关系 的 最 简单 的 例子 ， 就 是 通常 的 同一 关系 。 作 为 日 常 
生活 中 的 一 个 画 项 的 例子 ， 我 们 可 以 举 下 列 语句 西关 所 表示 的 关 
. 系 为 例 ， 
是》 的 父亲 。 z z 
”这 是 一 个 画 项 关系 , 因为 ,对 于 任何 人 .y, 只 有 一 个 人 z 这 个 人 是 
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y 的 父亲 。 为 了 表明 出 这 个 关系 的 醉 项 性 质 ， 我 们 可 以 在 上 面 的 
玫 述 中 加 一 个 "“ 那 " 字 , 即 ， 
zt 是 那 y 的 父亲 ， 
代替 这 个 表达 式 ， 我 们 也 可 以 说 ， 
Z 是 和 那 ? 的 父亲 同一 的 。 
这 一 种 ,用 用 加 一 个 有 定 冠 宙 “ 屠 "水 改变 原来 那个 天 达 式 的 方法 ,在 
日 常 语 首 中 所 起 的 作用 , 正和 我 们 在 符号 表述 中 从 公式 
TRyYy 

转换 到 z 
X=R(y) . 
-所 起 的 作用 怎 相同 的 。 四 
画 项 这 个 概念 ， 在 数学 科学 中 起 车 最 重大 的 作用 高 等 数学 

中 有 些 分 支 , 是 专 站 来 研究 某 种 画 项 关系 的 。. 但 是 , 在 初等 数学 ， 
” 转 别 在 代数 与 三 角 中 ， 我 们 也 发 现 大 量 的 丁 项 关系 。 下 面 这 些 公 
式 所 表示 的 关系 ， 就 是 丁 项 关系 : 
x+y=5 、 

r=Yy 
X= logioy 
ZX=siny,， 

其 他 还 有 对 多 。 让 我 们 比 通 他 条 地 研究 一 下 上 面 的 第 一 个 公式 ， 
对 于 每 一 个 数 y, 只 有 一 个 相应 的 数 z, 使 得 =。 这 样 , 这 个 公 
式 就 表示 了 一 种 西 项 关系 。 这 个 琴 项 的 主 目 什 是 一 些 任意 数 ， 然 
而 这 个 画 项 的 值 ， 却 是 一 些 非 负数 。 如 果 我 们 用 符号 “f "表示 这 个 
”页 项 , 公式 ， 
二 池 


法 具有 有 这 林 一 个 形 并 


了 


村 i 


和 


我 们 就 可 以 断定 : 


. .又 , 公式 
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X=f(y)。 
显然 地 ， 这 里 的 cx ”与 “397” 可 以 用 指示 确定 的 数 的 符号 来 代 换 。 例 
如 , 由 于 
4 (0) 


4=f(—9), 
这 样 ,4 就 是 相应 于 主 目 值 一 2 的 画 项 值 。 
另 一 方面 , 在 初等 数学 中 , 我 们 也 磁 到 许多 不 是 丽 项 的 关系 。 
例如 ,小 于 这 个 关系 葬 不 是 一 个 两 大 ,因为 ,对 于 每 一 个 数 有 天 
旁 多 的 数 z, 使 得 z 
: 、 zy, 


4 一 25 

所 表示 的 数 z 与 狐 y 问 的 关系 , 也 不 是 一 个 画 项 关系 ， 因为 ， 对 于 
同一 个 数 y， 可 以 有 两 个 不 同 的 数 = 满足 这 个 公式 ， 例如 ， 对 于 数 
4, 就 有 两 个 相应 的 数 3 与 一 8。 应 当 注 意 : 像 上 面 这 个 关 采 那样 ， 


在 有 些 由 方程 式 所 只 示 的 数 与 数 的 关系 中， 一 个 y 同 两 个 或 两 个 


以 上 的 相应 ;这 样 的 关系 , 在 数学 中 有 时 候 被 称 作 二 值 丙 项 或 多 


值 画 项 《以 别 于 单 值 丁 项 或 普通 意义 下 的 画 项 )。 然 而 我 们 觉得 ， 


将 这 种 关系 是 作 夯 项 , 似乎 是 不 妥当 的 , 至 少 在 初等 数学 中 是 不 锋 
省 的 , 因为, 这样 吉 会 抹杀 古 顶 这 个 构 念 与 关系 这 个 更 为 普通 的 构 
念 之 半 的 本 质 区 别 。 呈 

抠 数 学 在 经 及 科学 中 的 应 用 租 ， 而 项 有 特别 的 重 吏 性 ,每 当 一 
我 们 太 究 考 观 世界 中 两 种 量 癌 的 依赖 关系 时 ， 我 们 就 力求 答 这 种 


”依赖 关系 一 个 数学 公式 ， 这 个 数学 公式 使 我 们 能 够 用 一 种 县 来 精 
确 地 决定 另 一 种 量 。 这 样 一 个 公式 就 克 示 两 种 量 之 阅 的 某 些 画 项 
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关系 ， 让 我 们 举 物理 学 中 一 个 有 名 的 公式 作为 例子 

S 一 16.1 22; 

这 个 公式 雪 示 自由 -下 小 的 物体 所 交 进 的 距离 。 对 于 它 的 下 落 时 间 

t 的 依赖 关系 (距离 以 呢 为 单位 ,时间 以 秒 为 单位 )。 
“在 精 束 我 们 关于 瑞 项 关系 的 讨 葵 时 ,我 们 要 着 重 指出 , 这 里 

-所 讲 的 面 项 这 个 概念 是 与 人 中 所 讲 的 语句 而 项 与 指示 五 项 有 本 


质 的 不 同 的 。 严 格 地 新 “语句 面 项 ”与 "指示 面 项 "这 些 苹 前, 并 不 ， 
属于 晃 辑 或 数学 的 范围; 这 些 匡 鹿 表 示 菜 种 表达 式 , 这 种 表达 式 可 


以 用 来 帮助 构成 现 辑 与 数学 公式 , 但 是 , 这 些 表达 式 本 身 井 不 表示 
这 些 晃 辑 与 数学 公式 所 研究 的 事物 (参看 39)。 但 是 ,我们 这 里 所 
讲 的 新 的 意义 下 的 “ 西 项 ”, 却 是 一 个 纯粹 的 还 辑 性 质 的 表达 式 , 它 
卖 示 膛 辑 与 数学 所 策 究 的 某 一 类 型 的 素 物 。 无 疑 ， 在 这 些 概念 之 
“ 画 是 有 联系 的 ; 这 种 联系 大 体 上 可 以 这 样 来 表述 ;如 果 用 符号 “一 
把 变 硕 “z 和 一 个 只 包含 变 项 “y” 的 指示 画 项 (例如 ,“ 9 十 29 十 8?) 
联 糙 起 来 , 那么 ， 所 得 出 的 公式 ( 它 是 一 个 家 名 画 硕 )， 
X= 二 二 2y 二 3 
就 表示 一 个 本 项 关系 ;或 者 说 ， 存在 在 那些 ,并且 仅仅 在 那些 满足 
于 这 个 语句 而 项 的 数 与 y 之 间 的 关系 是 一 种 这 里 所 说 的 新 的 意 
义 下 的 面 顺 。 这 就 是 这 此 县 念 党 常 泥 清 的 理由 之 一 。* : 


I 


833. 一 一 关系 或 一 一 本 大 与 一 对 上 


在 而 项 关系 中 ， 应 当 特 别 注意 所 戎 一 头条 或 一 一 两 项 。-- 
一 关系 或 一 一 西 项 是 这 样 的 面 项 关 采 ;在 这 种 关系 中 , 不 仅 对 于 每 
一 个 主 目 值 y, 只 有 一 个 相应 的 画 项 值 x, 而 且 对 于 每 一 个 画 项 值 
z， 也 只 有 -个 相应 的 主 有 具 值 y， 也 可 以 这 样 来 定义 : 包 售 变 项 。. 
与 ? 的 一 一 关系 或 一 一 画 硕 , 就 是 这 样 的 关系 , 不 但 在 这 些 关系 本 
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身 中 x 对 y 是 一 多 关系 ,而 且 在 它们 的 道 关 条 中 (参看 $828),y 对 工 
也 有 一 多 关系 。 

如 果 /是 一 个 一 一 画 项 ,及 是 由 主 有 值 构 皮 的 一 个 任意 类 ,而 可 
L 是 由 和 天 的 元 素 相 应 的 丽 项 值 所 构成 的 类 ,那么 , 我 们 就 说 : 丽 
项 下 以 一 一 对 应 的 方式 把 区 类 映射 在 二 类 上 ,或 者 说 ， 本 项 了 建立 : 


| 


“让 我 们 研究 几 个 例子 ， “从 让 亲 风 O 点 引 贞 的 中 悉 , 总 上 
划 出 一 负 彼 作为 长 度 的 单位 。 叉 ; 邻 了 是 在 咎 缕 上 的 任何 点 。 于 : 
是 , 我 们 就 可 以 度量 效 段 OY, 也 就 是 说 , 我 们 可 以 答 OY 一 个 相 
应 的 非 负 数 z. 工 叫 作 灼 段 OF 的 长 度 。 因为 这 个 数 z 完全 依 顿 
于 虐 Y 所 在 的 地 位 ， 我 们 可 以 用 符号 “77 ”去 者 示 它 。 因 而 , 我 
们 就 得 出 : 
=f(Y), 

但 是 , 反 过 来 , 对 于 任何 一 个 非 负 数 z， 我 们 也 可 以 在 中 态 上 划 册 
一 条 唯一 的 确定 的 多段 OY, 使 得 它 的 长 度 等 于 z。 换 言 之 , 对 于 
每 一 个 zx, 恰恰 只 有 一 个 点 了 与 之 对 应 ， 使 得 
| z z=f(Y), 

内 此 ， 面 项 是 一 一 面 项 。 它 在 中 多 上 的 点 与 非 负数 之 间 建 立 了 
一 个 一 一 对 应 的 关系 〔 人 也 可 以 在 整个 鲁 的 点 与 所 有 实数 之 癌 建 立 
人 另外 一 个 例 是 下 面 这 个 公式 所 表示 的 关系 。 
、 Z 一 一 3?。 | 
这 是 一 个 一 一 落 侦 , 因为 ， 对 于 任何 数 x， 只 有 一 个 数 y 满足 这 个 、 
”会 式 ; 很 容易 看 出 , 这 个 画 项 在 由 所 有 正 数 构成 的 集合 与 由 所 有 和 刍 、 

数 构 成 的 集合 之 问 建 立 了 一 个 一 一 对 应 。 作 为 最 后 一 个 例 ，. 我 们 
_ 举 出 下 面 这 个 公式 所 表示 的 关系 : 
TX 二 2Yy, 





109 第 一 部 分 浊 名 的 元 来 ， 演 村 方法 


假定 符号 “y” 在 这 里 只 表示 自然 数 。 这 又 是 一 个 一 一 - 画 项 ; 这 个 而 
项 使 得 对 于 任何 自然 数 % 有 一 个 偶数 29 与 之 对 应 ; 同时 ， 对 于 每 
一 个 自然 数 的 偶数 z， 恰 恰 有 一 个 数 y 与 之 对 应 、 使 得 2y 二 x+， 即 
是 , ?一 去 z。 这 样 , 这 个 丙 项 在 任意 自然 数 与 偶数 的 自然 数 之 间 奸 
立 了 一 个 一 一 对 应 的 关系 。-- 一 从 儿 何 范围 肉 ， 我 们 可 以 举 出 妊 ， 
许多 多 的 一 一 画 项 的 例子 (对 称 , 共 钱 的 映射 等 等 )。 
* 由 于 我 们 有 了 一 一 对 应 这 样 一 个 概念 ， 现 在 ， 我 们 就 能 够 给 
我 们 在 前 面 全 元 直觉 地 但 并 不 是 严格 她 表述 过 的 那个 语 基 下 一 个 
“精确 的 定义 。 它 就 是 等 数 类 这 个 概念 (参看 826)。 现 在 , 我 们 可 以 
裔 .如 果 有 一 个 画 项 , 它 在 玉 类 的 元 素 与 到 类 的 元 素 之 问 建 立 了 
”一 个 一 一 对 应 的 关系 , 那么 , 玉 类 与 二 类 就 是 等 数 的 ; 或 者 说 , 玉 类 
与 工 类 有 相同 的 基数 。 根 据 这 个 定义 ， 烙 合 前 面 所 举 的 例子 ， 我 ， 
们 就 可 得 出 : 一 个 侍 意 侍 厅 上 的 所 有 点 的 集合 与 所 有 非 人 负数 的 集 


”、 合 是 等 数 的 ; 同样 ， 正 数 的 集合 与 负数 的 集合 是 等 数 的 ， 所 有 自然 、 


数 的 集合 与 所 有 偶数 的 自然 煞 的 集合 是 等 数 的 。 最 后 的 那个 例 
子 , 是 等 别 有 意义 的 , 因为 这 个 例子 表示 了 一 个 类 可 以 同 它 的 里 正 
子 类 是 等 数 的 。 对 于 许多 营 者 ， 这 个 事 洋 万 看 起 求 似乎 是 很 菠 辟 
的 , 因为 ;平常 我 们 总 是 用 两 个 有 准 类 来 互相 比较 它们 的 元 素 的 数 
目 ， 而 一 个 有 旁 类 的 确 总 是 比 它 的 任何 部 分 具有 过 大 的 基数 。 但 
是 , 如 果 我 们 想到 : 自然数 的 集合 是 无 穷 集合 , 而 我 们 不 能 把 完全 
是 从 现 放 有 穷 集 合 所 得 出 的 性 质 ,加 之 于 无 田 集 合 , 那么 , 这 个 其 
恺 的 情况 就 不 存在 了 。 值 得 提出 的 是 ， 自 然 数 的 集合 同 它 的 一 个 
部 分 等 数 这 样 一 个 性 质 , 是 任何 无 劣 集 合 所 共有 的 。 这 个 性 质 , 因 
此 ,可 以 作为 无 穷 集合 的 转 点 ,我 们 可 以 根据 这 个 特点 而 分 别 无 穷 
集合 与 有 穷 集合 ;一 个 有 穷 集合 可 以 简单 地 定义 为 是 一 个 类 , 这 个 
类 同 它 的 任何 芙 正 子 类 不 是 等 数 的 。( 昌 然 , 这 个 定义 会 产生 一 些 、 





(号 ) 关 梁 的 理 哆 108 
时 上 的 国难 我 们 在 这 里 不 加 讨论 。 ,5 


854- 多 项 关系 ; 包含 几 个 变 项 的 画 项 与 运算 


直到 现在 ,我 们 只 是 计 论 了 两 项 关系 ， 即 是 ， 只 讨论 了 在 两 个 
事物 并 的 关系 。 然 而 ， 我 们 在 各 门 科学 中 常常 会 碰 到 三 项 与 多 项 
关系 。 例 如 , 在 几何 中 , “在 … 之 下” 这 个 关系 , 就 是 一 个 典型 的 三 
项 关系。 在 … 之 间 " 这 个 关系 存在 于 一 杀 苯 上 的 三 个 点 之 风 , 用 
符号 表示 就 是 : 

: A/B/C, : 
它 可 以 让 为 : : 
B 点 是 在 A 点 与 C 点 之 疼 。 四 
算术 也 提供 了 许多 三 项 关于 的 例子 ; 在 三 个 数 <、y 与 之 间 的 关 
有 条; 如 
并 一 银 十 之 
及 是 一 个 三 项 关系 。 辣 样 ,公式 ， ” 
+ 和 一 y 一 be 
T=y*2 
X=y: 包 
都 是 三 项 关系。 四 人 

下 面 这 个 关系 , 就 是 一 个 四 项 关系 的 例子 , 即 ,4, B, C, 站 之 
到 的 关系 是 一 个 四 项 关系 当 且 仅 当 4B 的 距离 等 于 CD 的 距离 ， 
”也 就 是 襄 ， 如 果 亲 段 AB 与 线段 CD 全 等 。 另 外 一 个 四 项 关 采 的 


@ 第 一 个 引起 人 们 注意 我 们 这 里 所 讨论 的 无 穷 集合 的 性 质 的 ， 是 德国 苟 学 家 与 
数学 家 小 察 话 (B. Bolzano, 1781 一 1848)。 在 他 的 书 《无 穷 的 守 论 》X( 茶 比 龟 ,1851 里 ， 
我 们 已 径 看 到 近代 集合 论 的 萌芽 。 后 来 皮尔 斯 (参看 第 12 页 人 5 注 @ ) 与 一 些 别人 用 
上 面 所 说 的 那个 性 质 去 定义 有 先 集 合 与 无 穷 集 合 。 
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例子 , 就 是 数 +、y、z,t 有 这 样 一 个 比例 关系 : 


I. y=—=2% :1 . 
在 多 项 关系 中 ， 具 有 特别 重要 性 的 是 那些 相当 于 一 项 丽 项 关 
系 的 多 项 画 项 关系 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 限于 讨论 这 类 多 项 关 
系 中 的 三 项 关系 。 如 果 对 于 任何 两 个 事物 y 与 z, 至 多 只 有 一 个 
相应 的 z, 使 得 z 对 ? 与 > 有 尺 关 条 ,那么 ， 及 关系 就 呈 作 一 个 三 
项 夯 项 关 采 。 这 个 唯一 地 确定 的 事物 ， 假如 它 存 在 的 话 ,我 们 或 者 
用 符号 
民 (3 z) 
或 者 用 符号 
yRz 


去 表示 它 (及 z 在 这 里 的 意义 和 它 在 二 项 关系 里 的 意义 不 同 )。 这 
样 ， 要 表示 了 对 y 与 2 用 项 关系 R， 我 们 有 下 面 两 个 公式 可 以 


， z=R(y,2) 与 Z 一 yRz, 
相应 于 上 面 这 两 个 公式 ， 我 们 有 两 种 吝 明 的 方法 。 当 我 们 用 
公式 z 
z=R(y, 四 
时 , ,我 们 就 将 RK 叫做 芳 项 。 为 了 分 别 二 项 画 项 关系 与 三 项 画 项 关 
示 , 我 人 将 前 者 时 作 有 -个 变 项 的 本 和 或 有 一个 主 目的 机 项 ,而 将 
后 考 叫 作 有 商 个 变 项 的 面 项 或 有 两 个 主 目的 画 项 。 同 样 的 ， 四 项 
的 曾 项 关系 ， 就 是 作 有 三 个 变 项 的 夯 项 或 有 三 三 个 主 目 的 夯 项 ,其余 
类 推 。 在 下 示 包含 任何 数目 的 主 目的 尔 项 时 ; 我 们 习惯 用 变 项 
“f”, “g” 2 ”3 公式 ， 
: t=f(y,z) . 
芒 成 


和 


入 et ee a 
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工 是 那个 相应 于 主 目 信 y 与 z 的 画 项 /的 信 
TXT—yRZ - 

关系 民 常常 被 看 作 一 个 运算 或 者 ， 更 明确 一 点 ， 看 作 一 个 二 
: eh 上 面 的 公式 .， 就 藏 成 ; 
z 是 施 运算 中 于 9 与 过 的 让 果 ) 
在 这 名句 子 里 ， 在 “R” 这 个 学 母 的 位 置 上 ,我 们 便 向 于 用 别 的 字 
母 ,特别 是 用 字母 “0?。 算 术 的 四 个 基本 运算 : 加 法 、 减 法 ,乘法 与 
除法 , 可 以 作为 例子 ; 同样， 如 像 类 与 关系 的 加 法 与 乘法 这 样 一 些 
还 辑 运算 , 也 可 以 作为 例子 (参看 825 与 828)。 帮 两 个 变 项 的 责 项 
这 个 概念 ， 与 二 元 运算 这 个 概念 ， 内 容 上 显然 是 完 双 相同 的 。 也 
许 应 当 襄 一 下 , 有 一 个 变 项 的 画 项 ,有 了 时 也 叫 作 运 算 ; 姑 和 点 说 , 中 
作 一 元 运算 。 例 如 , 在 类 的 运算 中 ， 一 个 类 的 全 ,通常 不 看 作 是 
个 醒 需 ， 而 看 作 是 一 个 运算 。 / 和 
虽然 多 项 关系 在 各 四 科学 中 起 着 重要 的 作用 ， 但 是 , 多 项 关系 “ 
“的 普 到 理 痊 ， 还 是 在 刚 开 始 研究 的 阶段 。 当 我 们 说 到 一 个 关 条 训 
关系 的 理 葵 时 ， 通 常 我 们 在 心里 所 指 的 ， 只 是 二 项 关 条 。 吉 到 现 
在 , 我 们 只 鸡 三 项 关系 中 的 一 个 特殊 的 范畴 , 即 二 项 运算 的 范 嗨 进 
行 过 比较 弹 灰 的 碍 完 。 这 种 运算 的 典 理 例 子 ， 就 是 算术 的 加 法 。 
对 于 这 方面 的 研 守 是 由 一 门 特别 的 数学 理 乔 一 一- 群 葵 一 -所 担负 
- 的。 在 本 书 的 第 一 部分， 我 们 将 要 讲 到 群 除 中 的 一 此 概念， 这样 
也 就 要 讲 到 二 元 运算 的 某 些 一 般 丝 质 。 


$35. 到 辑 对 其 他 科学 i 重要 性 


上 面 我 们 讨论 了 现代 汉 辑 的 一 些 最 重要 的 概念 ,并且 , 在 诗 葵 
中 , 招 悉 了 一 些 (当然 只 是 很 少 一 些 ) 有 关 这 些 松 念 的 定律 。 但 是 
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本 书 的 目的 并 不 是 要 并 我 们 在 科学 路 证 中 所 应 用 的 一 切 明 可 本 全 
和 定律 都 无 遗 地 列举 出 来 。 就 其 他 科学 ， 甚 至 就 和 逮 辑 关系 最 审 
切 的 数学 科学 的 研究 和 提高 襄 ， 这 也 是 不 必要 的 ， 涟 辑 被 正当 地 
认为 是 一 切 其 他 科学 的 基础 ， 我 们 只 贾 举 出 一 个 再 由: 在 每 一 个 
阶 证 中 我 们 都 应 用 取 自 琐 赫 范围 的 概念 ， 每 一 个 正确 的 推 险 都 要 
导 特 如 辑 的 定律 来 进行 。 但 这 并 不 竺 于静， 要 能 正确 思想 就 必须 
完全 精通 逐 辑 ; 即使 职业 数学 家 ,他 们 一 般 不 会 犯 推荐 的 错 认 , 党 
常 也 并 不 是 对 逻辑 熟悉 到 这 样 的 地 步 ， 以 致 能 意 训 到 他 们 所 不 自 
觉 地 应 用 的 一 切 水 辑 定律 。 虽 然 这 样 , 但 是 , 逐 辑 知 哉 对 于 每 一 个 
希望 正确 地 思想 和 推理 的 人 无 疑 具有 很 大 的 实际 重要 性 ,. 因为 它 
能 够 提高 我 们 这 方 面 的 先天 和 习 得 的 能 力 , , 工 且 在 特别 繁复 糊 救 
的 问题 中 ， 防止 我 们 犯 遥 辑 的 错误 。 至 子 专 四 就 数学 定理 的 构造 
来 驻 , 那 末 , 从 理 沦 观点 来 看 ,未 辑 更 起 着 非 常 重要 的 作用 ;关于 这 
个 两 题 我 们 在 下 一 章 科 葡 。 


z 练习 ， 

“ 工 从 算术 . 儿 何 、 物 理 和 日 常生 活 中 , 举 出 一 些 关 系 的 例子 。 

2. 考虑 “是 多 亲 "这 个 关系 , 即 是 ,考虑 下 面 话 多 丽 项 所 表示 的 
关系 ， 
二 是 y 的 父 来。 
是 否 所 有 人 都 属于 这 个 关系 的 前 城 ? 是 否 所 有 人 都 属于 这 个 关系 

.的 后 域 ? 

3. @@ 考虑 人 与 人 间 的 七 种 关系 , 即 是 , 是 父亲 、 症 母亲 、 是 下 
子 \ 是 兄弟 .是 姐妹 、 是 丈夫 、 是 妻子 。 我 们 用 符号 了 F"”、“M"、C>”、 
,“B”、“S”“H”、“W” 分 别 表示 这 七 种 关系 。 将 828 中 所 定义 的 各 
种 运算 用 到 上 面 这 些 关 系 上 去 , 我 们 就 得 出 一 些 新 的 关系 , 这 些 新 


第 


和 i 





“> (V) 关 采 的 理 租 107 





的 关 条 在 日 常 证 首 常常 有 一 个 简单 的 名 称 ， 例如 “H/C” 就 素 示 
是 女婿 这 个 关系 。 找 出 下 列 关 条 在 日 常 语言 中 的 简单 名 称 : 
B, FH, HUW,FUB, F/M, M/C, B/C, z 
F/(HUW), (B/C) ULH/ CS/C)]. 
用 符 导 “下 "”“M ”, … 等 等 , 并 加 上 关系 演算 的 符 导 来 表示 : 是 
父母 ,是 兄弟 姐妹 , 是 孙子 ,是 娘 妇 ,是 岳母 这 些 关系 。 
，” 襄 明 下 面 公式 的 意义 , 并 指出 哪些 公式 是 其 的 ; 
FM’, B=S,FUM=C,H/M=—F, B/SCB, 
SCC/€E, z 
4. 8 日 考虑 下 面 两 个 关系 注 算 的 公式 : 
R/S=S/R 与 (RIS)=8/RK, z 
就 用 一 个 例子 来 表示 ,第 一 个 公式 并 不 总 是 芙 的 。 关 训 下 明 ， : 
任意 两 个 头条 R 与 8 都 满足 第 一 个 公式 。 
提示 : 考虑 一 下 ; 襄 关 系 (R/S) ( 即 关 系 R/S 的 遂 关系) 或 关 
系 必 /站 存在 于 两 个 事物 与 y 阐 ,这 是 巷 么 意思 。 
65. 试用 符号 表述 828 中 所 讨论 的 一 切 关系 演算 的 语 鹿 的 定 ， 
提示 : 例如 , 两 个 关系 之 和 的 定义 , 就 是 下 面 这 样 的 形式 
[xzCRUSYyIEL Cr RY YYV rR y) J, z 
6. $29 中 所 对 洽 的 那些 关系 的 性 质 中 ， 有 哪些 是 下 列 请 关系 | 
所 具有 的 ， / |! 
(a》 自然 数 集合 中 的 相 轩 关系， 
(> 自修 入 全 沾 的 天天 < 各 虹 机 个 和 人数 和 冯 大 人 AK 
子 是 1, 那么 , 这 两 个 自然 数 就 时 作 互 素 ); 
Cc) 多 角形 的 集合 中 的 全 等 关系 3 
全 如 耻 集 合 中 的 长 于 关系: 
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Ce) 一 个 在 面 上 的 相交 的 集合 中 的 垂直 关系 ， 
Gf ) 几何 图 形 的 集合 中 的 相交 关系; 
Cg) 物理 事件 的 类 中 的 同时 关系 ; 
Ch》 物理 事件 的 类 中 的 时 间 在 先 关系 3 
《i) 大 类 中 的 亲戚 关系 ; 
《ji 人 类 中 的 父子 关系 。 
7. 每 一 个 关系 ,在 一 个 狂 定 的 类 中 ,或 者 是 自 反 的 或 者 是 不 自 ， 
” 医 的 ;或 者 是 对 称 的 或 者 是 不 对 称 的 ;这 人 名 话 对 旺 ? 举例 说 明 。 
8. 如 果 , 对 于 玉 类 中 的 任何 三 个 元 素 , xz、y、z, 公式 

zRy 和 而且 yRRzx 


机 


” 藉 画 ; 
~(XR2), 
那么 , 我 们 就 说 : 关 条 尺 在 下 类 中 是 不 传递 的 。 
在 上 面 习题 3 与 习题 6 所 列举 的 关系 中 ， 哪 些 是 不 传递 的 ? 
就 另外 再 举 儿 个 不 传递 关系 的 例子 。 是 否 任何 一 个 关 末 或 者 是 伟 
递 的 或 者 是 不 传递 的 ? 
*9. 说 明 如 何 将 麦 达 式 : 
绕 a 与 后 六 是 平行 的 ， 
变换 为 下 面 这 个 等 值 的 表达 式 ， / 
揽 a 的 方向 与 线 5 的 方向 是 同一 的 。 
z 并 讨 明 ， 在 这 里 如 何 定 义 “ 一 条 挨 的 方向 ”。 
又 , 襄 明 如 何 将 下达 式 ， 
: 起 和 眉 4B 与 研 段 CD 是 至 等 的 
变换 为 下 面 这 个 等 值 的 表达 式 ， 
搂 段 AB 的 长 与 红 懂 CD 的 长 是 相等 的 
并 说 明 这 里 如 何 定义 “一 个 搁 笑 的 长 "。 
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” 看 出 这 里 需要 应 用 那 一 条 膛 辑 定律 ? 

提 乐 :参照 830 所 谈 相 似 这 个 概念 。 | 

10. 让 我 们 将 两 个 符号 或 由 几 个 符 导 所 构成 的 两 个 表达 式 叫 
作 同 形 的 Cequiform), 如 果 它 们 之 阅 、 就 外 形 识 , 没有 什么 不 同 ,他 
们 的 可 能 的 不 同 只 是 空 阅 、 地 位 的 不 同 ( 即 是 说 , 印 在 厅 上 的 地 位 
， 不同) 否则 ， 就 叶 作 不 同形 的 。 例 如 , 在 公式 : 
之 一 
中 ,等 号 两 边 的 变 项 是 同形 的 。 相反 , 在 下 面 公式 : 
中 ， 等 号 两 边 的 变 项 是 不 同形 的 。 
现在 要 辣 , 下 面 公式 : | 

=“ Z 十 ?一 y 十 工 
是 由 多 少 符号 构 成 的 ? 这 些 符号 可 以 分 成 多 少 洁 ， 使 得 两 个 同形 
的 符号 属于 同一 的 群 , 而 两 个 不 同形 的 符号 属于 两 个 不 同 的 群 ? 、 
”在 829 所 时 验 的 性 些 性 质 中 哪些 属于 同形 关系 , 哪些 属于 不 
同形 关系 ? 

*11; 在 上 题 答案 的 基础 上 ;说明 为 什么 可 以 襄 ; 两 个 同形 的 符 
号 ,就 外 形 襄 ,是 相等 的 , 或 者 , 它们 有 相同 的 外 形 ? 说 明 如 何 定义 
“一 个 容 定 的 符号 的 外 形 ”。 

将 两 个 同形 的 答 号 简单 地 中 作 相 尝 ， 或 者 将 它们 看 成 好 像 是 
同一 个 符号 , 这 是 非常 通行 的 用 法 。 例如， 我 们 常 襄 ,在 下 面 这 样 
一 个 表达 式 : : 

: 你 十 工 

中 , 同一 个 符号 在 符号 “十 ”的 两 边 出 更 。 应 当 如 何 表示 才 更 加 难 

确 ? | 
*12. 在 11 咱 中 所 指出 的 不 准确 约 设 六 ,在 林 书 中 也 用 过 好 几 
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次 。 指出 本 书 ,$4( 第 7 一 11 页 ) 与 817 (第 52 一 55 页 ) 中 这 种 不 淮 
确 的 训 法 , 并 说 明 如 何 将 它们 收成 准确 的 说 法 z 
六 面 是 这 种 不 淮 确 说 法 的 另 一 个 例子 ， 当 我 们 说 包含 一 个 自 
由 变 项 的 语句 画 项 时 , 我 们 是 指 这 样 的 画 项 , 在 这 样 的 画 项 中 ， 所 
有 的 自由 变 项 都 是 同形 的 。 如 何 将 表达 式 ， 
包含 两 个 自由 变 项 绝 语 名 函 项 


” ”用 更 蕉 确 的 办 法 表示 出 来 ? 


“18. 在 平面 上 答 定 一 点 ,在 这 个 平面 上 , 有 许多 的 图 以 这 个 定 
点 作为 它们 共同 的 图 心 ， 这 许多 图 便 构 成 一 个 集合 。 试 襄 明 这 个 
集合 是 用 “是 部 分 ”这 个 关系 序列 起 来 的 。 如 果 这 许多 加 不 在 同一 
个 乎 面 上 ,或 者 ,如 果 它 们 不 是 同心 图 ,就 阐 能 否 用 “是 部 分 ” 这 个 
关系 把 这 个 集合 序列 起 来 ? 

、14. 在 英 广 的 字 与 字 之 并 有 一 种 关系 , 叫做 ( 南 典 序列 的 ) 在 前 
头条 。 我 们 用 例子 来 说 明 这 个 请 疝 的 意义 。“and” 这 个 字 在 “can” 
这 个 字 之 前 , 因为 前 者 的 第 一 个 字母 是 “a”, 后 者 的 第 一 个 字母 是 
、“c”, 而 在 英文 的 字母 序列 里 ，“a” 在 “c” 之 前 。“air” 这 个 字 是 在 
“alo" 这 个 字 之 前 , 因为 它们 的 第 一 个 字母 是 相同 的 (或 者 说 ; 是 同 
形 的 一 一 贿 看 前 面 习题 10), 但 是 , 第 一 个 字 的 第 二 个 字母 是 “ 访 ， 
第 二 个 字 的 第 二 个 字母 是 “1” 而 在 英文 的 学 母 序列 里 , “让 在 “4” 之 
前。 同样 “eac 有 p 这 个 他 在 “eat” 这 个 学 之前，“timber” 这 个 字 在 
“time” 这 个 字 之 前 。 最 后 ， “war” 这 个 字 是 在 “warfare” 这 个 字 之 
前 , 因为 , 虽然 这 两 个 字 的 前 三 个 字母 都 相同 , 但 是 , 第 一 个 字 只 有 
三 个 字母 , 而 第 二 个 字 却 有 不 止 三 个 字母 。 同 样 ，“7ean” 这 个 字 
在 “meander” 这 个 字 之 前 。 

将 下 而 法 持 和 记 一 行使 得 这 和 中 的 入 一 个 全 与 它 达 的 
宇都 有 在 前 关系 ， 
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care, arm,;, salt, art, car, sale, 
» trouble, army, ask., ， 
”就 对 字 与 字 之 阅 的 在 前 关系 从 出 一 个 普通 的 定义 。 试 襄 明 这 
个 关系 在 由 所 有 的 英文 字 所 构成 的 集合 中 建立 了 一 个 序列 。 指 晶 
这 个 关系 的 一 些 实际 应 用 ， 攻 就 明 为 基 公 这 样 就 建立 了 一 个 天 上 
的 序列 。 
15. ge 考 岂 一 个 关 洒 让 与 的 否定 关系 R 功 明 下 列 闫 对 
关系 理论 的 命题 是 里 的 : 
Ca) 如 果 关 系 尺 在 民 类 中 是 自 反 的， 那么 , 关系 R' 在 开关 
中 就 是 不 自 反 的 ， 
Cb) 为 果 关系 及 在 天 关中 是 对 称 的 ， 那 么 ， 关系 R' 在 及 关 
中 就 也 是 对 称 的 ， z 
*(c) 如果 关系 尺 在 及 类 中 起 不 对 称 的 ， 那么 ， 关系 RR 在 : 
类 中 就 是 自 反 的 与 这 通 的 
*(d) 如果 关系 尽 在 玉 类 中 是 焦 递 的 与 连通 的 ， 那 么 ， 关 系 
有 R' 在 玉 类 中 就 是 传递 的 。 
”上 面 这 些 命题 的 逆 定 理 是 否 也 能 成 立 ? 
16. 襄 明 关系 R 如 果 有 $29 所 讲 的 那些 性 质 之 一 , 那么, 它 的 
逆 关 和 柔 站 也 有 这 个 性 质 。 
*17. @ 昌 29 中 所 提出 的 那些 关系 的 性 质 ， 可 以 很 容易 地 上 


| 关系 演算 来 加 以 表示 ， 如 虹 这 些 关 采 所 涉及 的 类 全 是 全 关 的 证 。 


例如 , 公式 : 

oR/RCRSDCRUR 

. 就 分 别 地 表示 关系 R 是 传递 的 与 连通 的 。 避 明 其 理由 ; 回忆 一 下 
$28 关于 “D” 这 个 符号 的 意义 。 就 同样 用 关系 运算 来 表示 关系 R 
是 对 称 的 、 不 对 称 的 或 不 传递 的 ( 贿 看 前 面 习题 8 )。 下 面 这 个 公 ， 
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re 


R/RC| 
是 者 示 本 章 所 讲 的 关系 的 性 质 中 的 娜 一 种 性 质 ? 
18. 下 而 公式 所 表示 的 那些 关系 是 机 项 
(a) 2z 十 3y 王 12， 
. (b) zx?=», 
(c) ZX+2>Yy—3, 
. (d) TXT+y=Yy’, 
,《e) 工 是 ?的 母亲 ， 
人 f) 之 是 ?的 女儿 。 
前 面 习 题 8 中 所 提 到 的 关系 中 哪些 关系 是 丽 项 ? 
19. 考 成 下 面 公式 : z 
T=Yy 二 1 
所 表示 的 机 硬 。 它 的 及 有 主 上 人 所 构成 的 集 全 是 共和 ? 它 的 所 有 
画 贰 值 所 构成 的 集合 是 甚么 ? - 
*20. 在 上 面 习题 18 中 哪些 画 项 是 一 一 商 项 ? 再 举 出 所 个 一 
一 本 项 的 例子 。 | 
，*921. 考虑 下 面 这 个 机 项 和 ~ 
| .T=3y+1, 
: 耽 明 这 个 醉 项 是 一 一 而 天 ,于 明 这 个 国 项 建立 了 区 周 [0 1] 与 区 阅 
[1 4 的 一 一 对 应 [ 贿 看 CIV7 章 习 题 6 ]。 从 这 一 点 ， 我 们 可 以 得 
出 硅 些 有 关 这 两 个 区 癌 中 的 基数 的 车 喝 ? 
2 考虑 下 面 的 两 项 : 
全 一 23 。 
利用 这 个 面 项 并 季 据 上 而 的 习题， 来 流明 由 所 有 数目 所 构 记 的 
合 与 由 所 有 正 数 所 构成 的 集合 是 等 数 的 。 
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“28 天明 由 所 有 自然 名 所 构成 的 集合 由 所 有 奇 区 所 构 诡 的 
集合 是 等 数 的 。 
， 24. 从 算术 与 几何 中 举 出 几 个 多 项 关系 的 例子 。 
25. 在 - 面 会 居所 玫 丈 的 三 而 关 需 中 , 哪 毕 是 图 项 
(a) T+ YT 二 0， 
(b) Z"39 ->22， 
(Cc) ZZ 一 十 必 
Cd) T+2=y 2 十 Z29 
26. 就 举 出 儿 个 物理 定律 的 名 称 , 这 些 物理 定律 断定 了 两 个 、 
三 个 与 四 个 县 之 辣 的 印 项 关 采 。 


(VI) 论 演 积 方 法 
$36， 一 个 演 拉 的 理论 的 基本 租 成 部 分 一 一 基 
本 说 项 与 被 定义 的 词 项 , 公理 及 定理 
我 们 现在 要 对 构 滥 晃 辑 和 数学 时 所 用 到 的 基本 原则 就 加 就 
明 。 对 于 这 些 原则 加 以 群 彻 的 分 析 和 评价 是 一 门 专门 学 科 ,、 即 演 
丢 科 学 方法 交 或 数学 方法 壤 的 任务 。 对 于 一 个 要 研究 或 发 展 某 一 
四 科学 的 人 来 说 ,自觉 地 了 解 一 门 科学 的 方法 ,是 十 分 重要 的 。 并 
” 且 我 们 会 发 现 , 就 数学 而 言 ,关于 方法 的 知识 是 特别 重要 的 。 因 为 
缺乏 这 种 知识 ,就 不 可 能 了 解数 学 的 性 质 。 
我 们 以 下 要 计 葵 的 原则 为 吏 辑 和 数学 方面 的 知识 保证 了 最 高 
度 的 明晰 性 和 确定 性 。 由 这 个 观点 来 看 ， 如 果 一 种 方法 使 我 们 能 
够 解 稳 在 一 门 科学 中 出 吏 的 每 一 个 表达 式 的 意义 和 证 实 它 的 每 一 
个 断定 , 这 种 方法 将 是 理想 的 。 很 容易 看 出 来 , 这 种 理想 是 永远 不 
能 实现 的 。 事 实 上 当 我 们 喜 图 解释 一 个 表达 式 的 意义 时 ， 我 们 必 


a 
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” 须 用 到 其 他 玫 达 式 ;而 为 了 要 解释 这 些 表达 式 而 不 附和 恶性 循环 , 
我 们 又 必须 利用 其 他 的 故 达 式 ， 如 此 等 等 。 这 样 我 们 就 是 开始 了 
一 个 永远 不 能 糙 束 的 过 程 , 这 个 过 各 可 以 称 之 为 无 穷 倒退 的 过 程 。 
在 证 实 一 则 科学 的 断定 了 的 命题 方面 ， 有 着 类 似 的 情形 。 因 为 为 
了 要 建立 一 个 命题 的 正确 性 ， 必须 引用 别 的 命 表 而 (为 了 不 出 更 
恶性 循 狐 ) 这 又 引 到 了 无 交 倒 退 。 

在 不 可 达到 的 理想 与 可 实现 的 可 能 性 之 问 进行 折 袁 的 结果 ， 
出 现 了 有 关 数 学 构造 的 一 些 原则 , 这 些 原则 可 以 陈述 如 下 @e， 

当 我 们 着 手 构造 一 门 葵 定 的 学 科 时 ， 我 们 首先 把 这 门 学 科 中 
对 我 倘 议 来 ， 立 即 可 以 理解 的 一 小 组 表达 式 分 出 来 ， 近 一 组 表 达 
式 ， 我 倍 称 之 为 基本 词 项 或 不 定义 的 词 硕 。 我 们 使 用 它们 而 不 去 
解释 它们 的 意义 。 同 时 ,我 个 采用 下 询 的 原则 ; 对 于 这 一 国学 科 中 
任何 其 信 的 表达 式 ， 仅 当 我 们 利用 基本 蛮 项 和 这 门 学 科 中 其 他 已 
沟 解 释 过 的 表达 式 确定 它 的 意义 之 后 ， 我 们 才 使 用 它 。 用 这 种 方 
式 确定 一 个 阅 项 的 意义 的 证 句 称 作 一 个 定义 , 通过 这 种 方式 , 意义 . 
“被 确定 的 表达 式 称 作 被 定义 的 词 项 。 / 

对 于 这 门 学 科 的 断定 了 的 命 通 , 我 们 可 以 用 类 似 的 方式 进行 。 
那些 看 起 来 显然 成 立 的 命题 被 挑选 出 来 @@, 作为 基本 命题 或 公理 
(有 时 也 称 作 公 训 , 但 我 们 将 不 以 这 种 专 站 意义 来 用 这 种 名 误 ); 我 
们 认为 它们 是 里 的 , 而 不 去 建立 它们 的 正确 性 。 另 一 方面 , 对 于 任 
何其 他 的 命题 , 当 且 仅 当 我 们 能 够 建立 它们 的 正确 性 ,而 且 在 这 样 


做 的 时 候 , 只 用 到 了 公理 、 定义 和 这 站 学 科 中 其 他 的 正确 性 已 经 建 ， 


立 的 命题 时 ， 我 们 才 认 为 它们 是 其 的 @ 名 ,如 所 周知 ， 这 样 建立 起 
来 的 全称 作 各 证 时 间作 玫 守 村， 赴 它 多 的 过 各 条 作 一 个 


。 更 一 般 地 谣 ， 如 果 在 运 辑 或 数学 中 我们 以 其 他 命题 为 基础 ， 
s 一 个 布 我们 和 个 过 程 本人 一 个 失 导 和 这 样 建立 
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起 来 的 命题 称 作 从 其 他 命题 推导 出 来 的 ， 或 演 释 出 来 的 ， 或 者 称 作 
它们 的 推出 的 结 考 @g， 

山 代 站 音 浊 各 并 是 接 归 上述 原则 构 入 起来 的 学 科 之 8 不 
替 的 是 在 本 书 的 狭小 范围 中 ， 不 可 能 对 于 这 一 重要 事实 答 以 应 有 
的 地 位 。 如 果 任 何其 他 的 学 科 是 按照 这 些 原则 构 洁 起 来 的 ， 它 就 
已 沟 是 以 还 辑 为 基础 的 ,可 以 说 ,已 烃 以 玩 辑 为 前 提 了 。 这 就 是 说 ， 
还 辑 的 表达 式 和 定律 是 和 要 建立 的 这 站 学 科 的 基本 前 项 和 公理 具 
有 同样 的 地 位 。 例 如 还 辑 语 鹿 被 用 在 公理 ， 定 理 和 定义 之 中 ， 而 
不 先 解释 它们 的 演义 ; 退 辑 定律 被 用 在 证 明之 中 ， 而 不 先 去 页 它 
俩 的 正确 性 。 有 时 在 构造 ~- 个 学 科 时 , 不 仅 使 用 了 玩 辑 , 而 且 在 同 
样 的 意义 之 下 , 还 要 使 用 一 些 已 痉 构 造 出 求 的 数学 学 科 , 这 样 是 比 
较 方 便 的 。 为 了 简便 ， 可 以 将 这 些 学 科 先 辑 称 作 在 痊 定 学 科 前 
的 学 科 。 选 辑 本 身 旭 不 以 任何 学 科 为 前 提 ， 在 构造 算术 作为 一 四 
特殊 的 数学 学 科 时 , 还 辑 是 唯 _- 在 前 的 学 科 。 另 -方面 ,就 儿 何 而 
车 ,最 好 不 仅 以 还 辑 为 前 提 ， 而 且 应 以 算术 为 前 提 ( 昌 然 这 不 是 不 
可 和 避免 的 )。 

根据 上 面 所 设 的 ， 必 须 对 于 前 面 所 陈 壕 的 原则 的 陈述 方式 作 
某 些 修改 。 在 着 手 构造 一 个 学 科 以 前 ， 必 须 先 列举 出 来 在 这 一 学 
科 之 前 的 那些 学 科 ， 狂 表达 式 下 定义 和 狼 命 题 作证 明 的 工作 仅 限 
于 现在 要 构 小 的 学 科 的 特 丰 的 表达 式 和 命题 , 也 就 是 说 , 限于 那些 


” ,不 属于 在 前 的 学 科 的 。 . | 


”严格 按照 前 面 所 说 的 原 则 构造 一 个 学 科 的 方法 称 作 演 炎 广 
法 ， 以 这 种 方式 构造 出 来 的 学 科 称 作 演 笠 的 理 除 9， 一 种 生来 秋 


@ 澳 香 方法 不 能 看 作 是 近代 的 成 就 , 在 十 硕 嘲 数学 家 欧 儿 里 德 (Euclid) 的 "几何 
原本 "中 , 我 们 发 现 其 中 对 于 几何 的 陈述 ， 就 上 述 的 方法 哈 的 原则 来 看 ,也 没有 多 少 不 
驶 之 处 留 的 ,两 千 二 百年 来 ,数学 家 把 欧 几 果 德 的 落 作 看 作 科学 精确 性 的 理想 和 范 术 ， 
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返 的 看 法 是 数学 学 科 与 其 他 科学 的 唯一 本 质 的 区 别 就 是 演 丢 法 。 
不 仅 每 一 数学 学 科 是 一 种 演 粹 的 理论 ， 而 且 每 一 种 演 炎 的 理论 是 
一 门 数学 (按照 这 种 看 法 , 演 烃 选辑 也 是 一 站 数学 )@@。 我 们 在 这 
里 将 不 计 花 支持 这 种 看 法 的 理由 ,而 只 是 指出 , 为 这 和 看 法 提出 有 
力 的 论据 是 训 能 的 。 | 


837. 一 种 演 继 的 理论 的 模型 和 解释 


由 于 采 才 地 应 用 前 一 节 中 所 陈述 的 烙 果 ， 演 炎 的 理 欧 获得 了 
一 些 有 兴趣 而 且 重 要 的 特性 。 这 些 我 个 预备 加 以 描述 。 因 为 我 们 


将 要 时 险 的 间 题 是 相当 复杂 而 且 抽象 的 我 们 将 用 一 个 具体 的 例 


子 加 以 说 上 明 。 

假定 我 们 对 于 有 关 炸 段 的 从 等 的 一 般 事 实 有 兴趣 ， 并 且 准 备 
把 几何 这 一 部 分 建立 为 一 个 特殊 的 演 炎 理 花 。 我 们 规定 变 项 “zx”， 
“y”,“z”,… 代 表 冯 有 段 。 我 们 选择 “S" 与 “ 兰 " 等 符号 作为 基本 蛮 项 。 
抽 才 是 “所有 六 了 的 集合" 的 入 写 后 者 代表 全 等 关系 , 所 以 公式 


| 中 ry 
项 伦 . 
线段 工 与 y 是 生 等 的 。 
z 此 外 ， 我 们 只 采用 两 条 公理 . 
公理 工 对 于 集合 S 的 任 一 元 素 二 而 计 过 ， Z 尖 (换言之 ， 每 一 

斤 段 5 其 自 身 至 等 )。 " | 

公理 I[。 对 于 集合 S 的 任意 的 元 素 X,Y 与 而 这， 如 时 2Z 宕 z 
只 是 近 五 十 年 来 二 在 这 方面 有 了 鞭 正 的 进展 。 在 这 时 期 中 ,数学 的 基本 学 科 几 何 与 算 
术 的 基础 按照 现代 数学 方法 葵 的 更 求 筑 定 了 下 来 。 关 于 这 项 进展 有 关 的 著作 ,我 们 将 
至 少 提出 下 列 丙 部， 它们 已 具有 重大 历史 意义 : 《数学 公式 ) 一 一 这 是 一 部 集体 写 的 落 
作 ( 托 林 诺 1895 一 1908)， 移 者 和 主要 著者 是 意大利 数学 家 与 汉 可 学 家 上 安 庄 (G. Pea- 


noy1858 一 1932 7)3 以 及 现代 德国 大 数学 家 项 尔 伯 特 (D，Hilbert) 所 车 的 OL 何 起 古 》 
(莱比锡 与 柏林 1899)。 - 
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"并且 y 尘 z, 那么 sy( 欣 言 之 5 同一 此 让 双 竺 的 两 个 接 自 : 役 此 
全 等 )。 
各 种 关 于 六 段 奉 等 的 定理 可 以 从 这 些 公理 推 出 来 ,例如 


定理 I。 对 于 集 合 S 的 任意 的 元 素 y 与 Zz 而 言 ,如 果 y 衬 z, 那 


从 zy。 


定理 I]. 对 于 集合 S 的 任意 的 元 过 ty 与 而 言 童 ， 如 果 X 衬 


y 并 且 y 实 z, 那么 X 衬 z。 
这 两 条 定理 的 证 明 是 很 容易 的 。 我 们 先 膏 明 第 一 条 的 证 明 。 
.在 公理 工 中 以 “z* 代 “ x? 我 们 得 到 : 
对 于 集合 呈 的 任意 的 元 素 与 之 而 膏 ， 和 如果 zz 并 且 y 空 z 
那么 x 衬 ?y。 
在 这 个 陈 远 的 题 设 中 我 们 有 公式 


之 2 &， 


而 根据 公理 了 这 个 公式 无 疑 是 正确 的 ， 于 是 可 以 省 去 。 -这样 我 们 


就 得 到 了 所 要 证 的 定理 。 ， - 
关于 这 些 简单 的 考虑 , 我 们 要 就 下 面 的 一 些 话 。 


我 佰 的 微型 的 演 沟 理论 是 建立 在 一 个 适当 选择 的 基本 蛮 项 与 


公理 的 条 入 之 上 的 。 我 们 关于 基本 词 项 所 代表 的 事物 ， 即 线段 与 


其 全 等 关系 的 知识 是 很 丰富 的 ， 选用 的 公理 并 没有 穷尽 了 这 些 知 


截 。 但 这 种 知 融 可 以 说 只 是 我 们 个 人 的 东西 ， 对 于 我 们 的 理 葡 的 
构造 没有 糙 训 影响 。 特别 是 在 由 公理 推出 定理 时 ， 我 们 根本 不 利 
用 这 项 知识 , 就 好 像 我 个 并 不 了 解 我 们 所 考虑 的 构 念 的 内 容 , 并 且 


对 于 公理 里 没有 明白 陈述 出 来 的 东西 ， 好 像 并 不 知道 。 像 通常 所 


说 的 , 我 们 忽略 了 我 们 所 采用 的 基本 词 项 的 意义 ， 而 只 注意 这 些 家 
项 在 其 中 出 现 的 公理 的 形式 。 


这 里 藉 夯 着 一 个 非常 重要 而 有 兴趣 的 千 葵 。 让 我 们 把 我 们 的 


+ 





与 
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理 葵 中 的 所 有 公理 和 定理 中 的 基本 鹿 项 代 之 以 适当 的 变 项 ， 例 如 “ 
以 代表 类 的 变 项 “ 玉 " 代 雹 符号 “S”, 以 代表 关 条 的 变 项 “R” 代替 符 
号 “ 兰 ”( 为 了 使 冰 题 节 单 化 , 我 们 这 里 忽略 那些 包含 有 被 定义 项 的 
”定理 )。 我 们 的 理 葵 中 的 命题 于 是 就 不 再 是 语 旬 ,而 变 成 了 语句 丽 
项 ,这 种 两 项 包含 着 两 个 自由 变 项 “K” 与 “R”, 大 且 一 般 表达 了 下 
列 的 事实 , 即 关 条 尺 在 类 尺 中 有 着 这 种 或 那 种 性 质 (或 者 更 确切 
地 说 ,在 与 怀 中 存在 着 这 种 或 那 种 的 关系 ;参看 $27)。 例 如 , 很 
容易 看 出 来 ,公理 I 与 定理 I 及 定理 芽 现 在 是 说 关系 RR 在 尺 之 中 
是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 公 理 工 则 是 表示 一 种 没有 特别 名 字 
的 性 质 , 我 们 将 称 这 种 性 质 为 了 ;就 是 下 列 的 性 质 : 
对 于 类 区 中 的 任 膏 的 元 素 y 与 2 而 计 ， 如 果 工 Rz 并 且 
y Rz, 那么 TRy。 
各 为 全 冤 们 的 间 注 的 证 时下， 四 他 并 治 有 着 用 六 了 关 与 
, 关系 的 性 质 ,而 只 利用 了 公理 中 明显 地 陈述 出 米 的 性 质 , 每 一 个 证 
_ 明 都 可 以 推广 ， 因 为 它 可 以 应 用 于 任何 具有 这 些 性 质 的 类 玉 和 关 
。 系 RR。 由 于 将 证 明 推 广 的 糙 果 ,对 于 我 们 的 理论 的 任 一 定理 , 可 从 
有 还 辑 的 领域 中 , 也 就 是 从 关系 理论 的 叙 域 中 ,起 到 一 条 一 般 的 定律 
与 之 相应 ， 工 且说 明了 , 在 玉 中 的 任 一 自 反 的 和 具有 性 质 P 的 关 
系 R， 也 具有 了 定理 中 所 表达 的 性 质 ; 例如 下 列 两 条 关系 理 只 的 
定律 相当 于 定理 I 和 定理 I， 
T'. 每 一 种 在 类 到 中 自 反 的 和 具有 性 质 P 的 关 季 尺 在 民 中 是 
对 称 的 。 
“IL. 每 一 名 在 奖 KK 中 是 自 反 的 和 呈 有 广大 P 的 关 季 在 
是 传 速 的。 ， 
如果 一 种 关系 尽 在 类 玉 中 是 自 反 的 并 且 具 有 性 质 P, 我 们 有 
K 与 :形成 我 们 的 理 验 的 公理 系 航 的 一 个 模型 或 一 种 实现 , 或 者 
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简单 地 说, 它们 满足 这 些 公理 。 例如 名 外 和 全 等 关系 ,也 就 是 基本 
祠 项 所 代表 的 东西 ,构成 这 个 公理 系 攻 的 一 个 模型 ， 自然 ， 这 个 模 
型 也 满足 由 公理 推出 来 的 所 有 定理 (为 了 精确 , 我 们 应 该 说 , 一 个 
模型 不 是 满足 一 种 理 答 的 命题 ， 而 是 满足 那些 用 变数 代 基 本 前 项 
后 所 得 到 的 庄 名 机 项 )。 但 是 这 一 特殊 的 模型 在 这 个 理 芥 的 构造 
中 寿 波 有 什么 特殊 的 地 位 。 相 反 的 , 根据 像 1 与 I 那样 的 一 般 性 
”的 如 辑 定律 , 我 们 得 到 下 列 的 烙 花 , 即 这 一 公理 系 芒 的 任 一 模型 满 
足 所 有 由 这 些 公理 推出 的 定理 。 由 于 这 一 事实 ， 我 们 的 理 葵 的 公 
理 系 粮 的 一 个 模型 也 称 作 这 一 理喻 本 身 的 模型 。 
甚至 于 在 还 辑 与 数学 的 范围 中 ， 我 们 能 够 为 我 们 的 公理 系 芒 
找到 疼 多 不 同 的 模型 。 为 了 得 到 一 个 这 样 的 模型 ， 我 何在 任 一 其 
他 的 省 炽 理 蓝 中 选 定 两 个 常 项 , 比如 说“ 政 ” 与 “R”( 前 者 代表 一 个 
类 , 后 者 代表 一 个 关系 ), 然后 我 个 将 这 一 条 统 中 的 每 一 个 “<S? 代 之 
以 “有 K”, 每 一 个 “ 实 " 代 之 以 “R”， 景 后 我 们 就 明 这 样 得 出 求 的 语 
是 新 理喻 的 定理 (或 者 是 公理 )。 假如 我 们 这 样 做 成 了 ， 物 们 衣 , 妥 我 
们 在 另 一 演 炎 理 获 中 ， 为 这 一 公理 系 航 (同时 也 是 为 整个 演 炎 理 
输 ) 找 到 了 解释 。 如 果 不 仅 在 我 们 的 理论 的 所 有 的 公理 中 ,而 且 在 
所 有 的 定理 中 , 将 “S” 与 “ 衬 " 代 之 以 “区 ”与 “R”, 我 们 可 以 事先 确 
家 , 这 样 得 到 的 语句 将 是 新 的 演 烃 理论 中 的 其 语句 。 
关于 我 们 的 微型 理 茧 的 解释 ， 我 们 在 这 里 将 答 出 两 个 具体 的 
例子。 在 公理 与 公理 I 中, “S" 代 之 以 厅 类 “V2” “>" 代 之 以 相 
， 等 符号 =” 立即 可 以 看 出 , 这 些 公理 变 成 了 退 辑 定律 (事实 上 就 
是 $17 中 的 定律 开 与 V 而 稍 有 改变 )。 所 以 全 类 与 相等 关系 构 
成 这 个 公理 条 级 的 一 个 模型 ， 而 我 们 的 理论 在 滔 辑 中 找到 了 一 个 
解 秋 。 这样， 如果 我 们 使 定理 I 与 工 中 的 符号 “S” 和 “ 衬 ” 代 之 以 
“VY ”与 “=”, 我 们 一 定 得 到 了 芙 的 语 旬 (这 实 上 , 我 们 对 它们 也 是 


\ 
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二 双 江 析 四 来 起 蛙 个 的 各 全 ,或 者 数 的 其 他 集合 ,用 “N” 
来 代表 它 。 两 个 数 z 与 》 称 作 相 等 的 , 写作 : 
z r=y 
如 果 它 们 的 类 < 一》 是 一 个 整数 ;例如 我 们 有 


而 下 列 的 相等 式 则 不 成 立 


5=2 


和 如果 将 两 个 公理 中 的 基本 齐 项 都 换 成 “N "或 “三 >， 我 们 很 容易 证 

明 , 得 到 的 芳名 是 算术 的 两 条 定理 。 这 样 , 我 们 的 理 花 在 算术 中 得 
”到 解释 ， 因 为 数 的 集合 N 与 相知 关系 构成 这 一 公理 系统 的 一 个 模 
型 。 并 且 不 需要 任何 的 特殊 的 推理 , 我 们 相信 , 如 果 定 理工 与 工 各 


”公理 一 样 却 过 同样 的 变换 , 将 成 为 里 的 算术 命题 。 


上 面 所 朱 述 的 一 般 素 实在 方法 其 的 碍 宪 方 面 有 许多 有 兴趣 的 
应 用 。 我 们 这 里 只 举 一 个 例子 来 加 以 襄 明 。 我 们 将 要 说 明 ， 如 何 
在 这 些 事实 的 基础 之 上 证 明 某 些 贡 人 句 是 不 能 从 我 们 的 公理 未 议 中 
推出 的 。 : : 

让 我 们 来 考虑 下 面 的 酮 向 A《 只 用 盟 辑 说 项 和 我 们 的 理 其 的 
基本 词 项 来 构成 的 ): z - 

”A. 集合 S 中 存在 善 两 个 元 素 工 与 y, 而 zy 不 记 立 ( 换 计 之 
存在 善 两 个 不 公 等 的 嫉 段 )。 
z 这 个 雍 旬 看 起 来 毫 无 疑 疝 是 兵 的 ) 但 是 , 在 公理 工 与 公理 下 的 
基础 上 进行 证 明 , 得 不 内 结果 。 这 六 就 引起 一 个 猜测 , 即 医 名 人 不 
能 从 我 们 的 公理 中 推出 。 为 了 证 实 这 个 猜测 ,我们 作 下 面 的 论证 ， 
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如 果 语 旬 A 可 以 在 我 们 的 公理 系 太 的 基础 上 加 坟 证 明 ; 则 我 们 知 
道 , 这 个 系 入 的 每 一 个 模型 都 满足 这 个 语句 ， 所以， 如 果 我 们 能 够 - 
指出 这 一 公理 条 级 的 菜 一 个 模型 是 不 满足 态 的 , 我 们 就 是 证 明了 
一 语句 不 能 由 公理 I 和 公理 芽 推 凡 。 现 在 要 找到 这 样 一 个 模型 
” 是 毫 不 困难 的 。 例 如 让 我 们 考虑 所 有 整数 构成 的 集合 I (或 者 任 
何其 他 的 整数 集 兴 , 例如 只 包含 0 与 1 的 集合 ) 以 及 上 面 已 轻 襄 过 
_ 的 相等 关系 三 。 由 前 面 所 说 的 我 何 已 痉 知 道 集合 工 与 关系 三 构成 
我 们 的 公理 系统 的 一 个 模型 ,而 这 一 模型 不 能 满足 语 旬 Ai 因为 不 
相等 的 两 个 整数 x 与 y， 也 就 是 说 它们 的 差 不 是 一 个 整数 的 工 与 
y 是 不 存在 的 。 另 一 个 满足 这 个 目的 的 模型 是 一 个 任意 的 个 体 类 ， 
和 任意 两 个 个 体 中 加 的 普 源 关系 YV 。 
”上 面 所 用 的 推理 方法 称 作 展 示 模 型 或 凭借 解释 的 证 明 方法 。 
这 里 所 许 共 的 事实 和 观念 不 作 很 大 的 改变 就 可 以 应 用 到 其 他 . 
演 奋 理喻 上 去 。 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 以 南 一 般 的 方式 来 描述 它 
从 名 四 。、 | : 
858. 演 竺 法 定律 ， 演 径 科 学 的 形式 的 特性 
* 我 们 考虑 建立 在 一 个 基本 词 项 和 公理 的 系 耕 之 上 的 任意 的 
演 释 理 葡 ,为 了 使 我 们 的 则 题 简单 化 ,我 们 设 这 一 理论 只 假定 滔 辑 , 
就 是 说 , 逮 辑 是 在 芝 一 痊 定 的 理 葵 之 前 的 哈 一 理 葵 (参看 $336). 襄 
想 在 我 们 的 理 草 的 所 有 命题 中 , 基本 市 项 都 代 之 以 适当 的 变 项 ( 像 
在 8 37 中 一 样 ， 为 了 简单 ， 我 们 不 考虑 包含 被 定义 项 的 定理 )。 
这 种 理 衣 的 命题 变 成 了 请 名 画 项 ， 其 中 包含 着 那些 代 赫 基本 前 项 
”的 符号 作为 自由 变 项 ， 而 且 只 包含 尿 辑 常 项 。 当 痊 定 了 某 些 东西 ， 
的 时 候 ， 我 们 可 以 确定 它们 是 否 满足 我 们 的 理 葡 的 所 有 公理 ， 或 者 
更 精确 地 襄 , 是 否 满足 由 那些 公理 所 得 到 的 庄 旬 画 项 (也 就 是 说 ， 
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3 我 们 用 这 些 就 的 名 和 来 代 矢 直 由 变 项 时 ， 这 毕 瑞 何 醒 时 是 否 
.成 为 芙 的 语句 ， 参 看 82)。 如 果 是 这 样 , 我们 说 这 些 被 研究 的 事物 
“ 攀 成 我 们 的 演 释 理 只 的 公理 系统 的 一 种 模型 或 舌 更 ， 有 时 候 我 们 
也 襄 它 们 构成 了 这 个 演 粹 理 坎 本 身 的 一 种 模型 。 以 类 似 的 方式 ， 
我 们 可 以 确定 ， 这 些 答 定 的 事物 是 否 不 仅 满足 这 一 公理 条 纹 ， 而 
且 满 足 我 们 的 理 询 的 其 他 命题 系 应 ， 于 是 可 以 确定 它们 是 否 构 - 
成 这 一 系统 的 一 种 模型 〈 芽 不 排除 这 一 系统 只 包含 一 个 命题 的 情 
形 )。 | : z 
”例如 ， 萎 定 的 理论 的 基本 词 项 所 代表 的 那些 事物 构成 这 一 公 
. 理 采 统 的 一 种 模型 , 因为 我 们 假定 所 有 公理 都 是 鞭 的 证 名; 这 种 模 ， 
型 自然 满足 我 们 的 理 葵 的 所 有 定理 。 但 是 就 我 们 的 理 藉 的 悉 构 而 
言 ， 这 一 模型 在 所 有 模型 之 中 并 不 占有 特殊 地 位 。 当 我 们 也 公理 
推出 一 些 定理 来 的 时 候 ; 我 们 并 不 考虑 这 一 模型 的 特殊 性 质 , 我 们 
只 利用 那些 在 公理 中 明显 陈 远 的 性 质 ， 因 而 也 就 是 属于 这 一 公理 
系统 的 每 个 模型 的 性 质 。 所 以 我 们 的 理 葵 的 某 一 定理 的 每 一 证 明 
都 可 以 推广 到 公理 条 克 的 每 一 模型 ， 因 而 可 以 变 成 一 个 更 一 般 的 
险 证 , 它 不 青 是 属于 我 们 的 理 葵 的, 而 是 属于 逮 辑 的 ; 而 且 由 于 这 
一 推广 , 我 们 得 到 了 一 个 一 般 性 的 还 辑 命 征 ( 像 前 一 节 中 定律 了 与 
IT 一 样 ), 它 确定 了 这 一 事实 , 即 有 关 的 定理 是 我 侧 的 公理 有 条 芳 的 
每 一 个 模型 都 满足 的 。 最 后 得 到 的 车 答 可 以 陈述 如 下 : 
“一 个 奏 定 的 演绎 理论 的 公理 系 训 的 任 一 模型 满足 这 个 理论 的 
每 一 定理 ， 并 且 对 应 于 每 一 定理 存在 善 一 个 一 般 性 的 命题 ， 字 在 
， 寻 辑 中 可 以 陈述 和 证 明 ， 内 且 它 确立 了 下 列 事 实 , 即 任 一 模型 都 满 
尽 有 关 定 理 @9。 、 

我 们 这 里 有 着 一 条 属于 注释 科学 方法 区 学 围 的 一 般 定 律 ， 当 
我 们 用 更 精确 的 方式 加 以 陈述 时 , 这 条 定律 被 称 作 演 沟 法 定律 (或 
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注释 定理 )@， 

这 一 定律 的 重大 的 实际 意义 乃 在 于 这 -事实 ， 即 我 们 时 常 可 
以 不 离开 演 冬 科学 的 范围 ， 而 找 出 基 一 特殊 班 花 的 公理 系统 的 各 
“种 模型 ;为 了 要 得 到 这 样 一 个 模型 ,只 要 从 其 他 某 一 演 粹 理 葵 (这 
一 理论 可 以 是 还 辑 或 假定 逮 辑 的 一 秘 理 花 ) 中 选 出 某 几 个 常 项 使 
它 俩 在 公理 中 代 远 基本 词 顺 ， 并 膏 明 这 样 得 到 的 语句 是 那 一 理论 
中 确立 的 命题 。 在 这 种 情形 下 ， 我 们 说 我 人 在 另 -至 险 中 找到 了 


和 


能 属于 永 亲 才 记 的 音 殴 本 这 和 全 之 下 兴 些 基本 疝 项 可 能 保持 
不 变 , 于 是 我 们 说 , 给 定 的 公理 系 闵 在 被 考虑 的 理 芥 之 中 ， 找 到 一 
个 新 的 解释 )。 我 们 也 将 使 原来 的 理 花 的 定理 痉 过 类 似 的 变换 , 将 ， 
所 有 基本 密 项 都 代 之 以 那些 在 建立 公理 的 解释 时 已 处 用 过 的 党 
项 。 祖 据 演 炎 法 定律 ,我们 可 以 率先 确信 ,这样 得 到 的 语句 是 新 的 
瑾 渝中 的 确立 的 命题 。 这 一 点 我 们 可 以 陈述 如 下 / 
”在 一 个 痊 定 的 公理 系 克 的 基础 之 上 所 证 明 的 一 切 定 型 允 于 这 
一 柔 克 的 任 一 解释 都 是 有 效 的 。 

“对 于 这 些 变换 了 的 定 至 中 的 任 一 个 粉 以 诈 明 都 是 乡 余 的 ， 这 
是 一 种 椰 粹 机 械 性 质 的 工作 ， 只 要 把 公理 和 定理 所 好 过 的 变换 施 
加 在 原来 的 理 葵 中 的 相应 的 葵 证 上 就 可 以 了 。 可 以 说 ， 一 个 演 积 
理论 中 的 每 一 个 证 明 都 包含 着 无 限 个 类 似 的 证 明 。 : 

上 面 所 说 的 事实 由 节省 人 类 思想 的 观点 说 明了 注释 法 的 巨大 
”价值 。 它 个 在 演 烃 科学 方法 哈 中 为 不 同 的 只 证 和 研究 建立 了 共 
础 , 只 就 这 点 来 襄 ， 也 是 有 很 大 的 理 渝 价值 的 Se。 符 别 是 演 释 法 1 
定律, 它 是 一 切 所 谓 任 俯 解 称 的 证 明 的 理论 基础。 在 上 一 市 中 ,我 


”@ 这 条 定律 著者 原 是 作为 一 条 一 般 的 方法 论 么 设 首 以 陈述 的 , 后 来 证 明 在 各 种 
”不同 的 特殊 演 笃 理 苍 中 都 能 成 立 。 
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位 肖 到 过 一 个 这 种 证 明 的 例子 ， 我 们 在 本 书 的 第 二 部 分 将 过 到 各 
种 其 他 的 例子 。 

为 了 精确 起 见 ， 需要 补充 说 明 , 这 里 所 讲 的 适用 于 任何 以 沁 和 z 
为 前 提 的 演 凿 理 得 , 至 于 将 它们 应 用 于 还 辑 本 身 , 则 会 造成 一 些 困 
难 , 这 些 困难 我 们 在 这 里 不 讨论 了 。 如 果 一 种 演 泾 理 痊 不 仅 以 渤 辑 
为 前 提 , 也 以 其 他 理 表 为 前 所 ,上 面 的 脱 明 喜 将 具有 更 复杂 的 形式 。 

-这 里 所 科 论 的 方法 芥 方 面 的 现象 的 共同 来 源 就 是 前 一 节 中 指 
出 的 事实 , 惑 是 说 , 在 构造 一 种 演 冬 理论 时 , 我 们 忽略 公理 的 癌 义 ，- 
而 只 考虑 它们 的 形式 。 由 子 这 种 原因 , 当 人 们 让 起 这 些 现象 时 , 人 
们 就 观 到 演 村 科学 和 这 些 科学 中 的 蕉 理 的 者 粹 形式 的 特性 。 

有 时 我 们 发现 一 些 以 葬 郑 式 的 和 夸张 的 方式 来 强 亚 数学 的 形 
式 性 的 说 法 ; 虽然 基本 上 是 对 的 , 这 些 说 法 可 能 造成 模糊 和 混乱 。 
有 时 我 们 听 弄 或 甚至 于 蕉 到 下 面 的 说 法 ， 即 数学 的 概念 没有 具体 
内 容 ; 在 数学 里 我 们 不 知道 我 们 计 葵 的 是 什么 , 对 于 所 作 的 制 断 是 
否 芙 也 没有 兴趣 。 我 们 必须 批 币 地 看 待 这 些 制 断 。 如 果 在 构造 一 
种 理 葵 时， 我 们 在 做 法 上 守 如 不 了 解 这 一 学 科 的 秋 项 的 意义 ， 这 
不 等 于 否认 这 些 词 项 有 意义 。 有 时 我 们 发 展 一 种 演 炎 理论 而 对 于 
` 它 的 基本 词 项 不 赋 与 任何 固定 的 意义 ， 这 样 就 是 将 这 些 基本 市 项 
看 作 变 项 , 在 这 种 情形 之 下 ， 我 们 说 我 们 将 这 一 理 脸 看 作 一 种 形式 
系 委 名 @。 但 这 是 比较 少见 的 情形 即使 考虑 到 $836 中 对 于 渡 炎 理 
给 的 一 般 列 划 中 所 襄 的 也 是 如 此 )。 仅 当 对 于 这 一 理 葡 的 公 公理 条 . 
入 可 能 奏 以 几 种 解释 时 , 这 种 情形 才 会 发 生 , 也 就 是 说 ， 如 果 对 于 
这 一 理 薪 中 的 市 项 可 以 有 儿 种 不 同 的 方式 赋 与 意义 ， 而 我 们 不 凯 
意 特别 着 重任 何 一 种 时 才 会 发 生 。 郧 一 方面 , 一 种 不 可 能 答 以 任 

-” 何 解释 的 形式 系 生 是 没有 人 对 它 感 到 兴趣 的 @@。 


最 后 我 们 要 提 到 关于 数学 学 科 的 解释 的 某 些 有 兴趣 的 例子 。 


机 
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这 些 例子 比 $37 中 所 讲 到 的 要 重要 得 多 。 | 

算术 的 公理 系 放 可 以 在 几何 中 得 到 解释 。 萎 定 任 一 直 区 时， 
可 以 定义 一 些 在 它 的 点 之 天 ， 和 对 于 这 些 点 施加 的 运算 之 阅 的 关 
系 ,而 这 些 关系 是 能 满足 算术 的 全 部 公理 的 (从 而 也 满足 所 有 的 定 


- 理 )。 和 而 这 些 公理 原来 是 关于 数 与 数 之 问 和 关于 数 的 运算 之 问 的 
相应 的 关系 的 《这 与 $33' 中 所 提 到 的 一 种 情形 略 切 相关 ， 即 在 一 
条 入 上 的 点 与 所 有 的 数 之 问 可 以 建立 一 一 对 应 )。 反 过 来 , 几何 的 


公理 条 笠 在 算术 中 也 可 以 得 到 解释 。 这 两 项 率 实 的 应 用 是 多 方面 
的 。 例 如 几何 图 形 可 以 用 来 答 出 算术 中 各 种 事实 的 可 见 的 像 (这 
就 是 称 作 图 解法 的 方法 )。 另 一 方面 我 们 可 以 利用 算术 或 代数 的 
方法 来 研究 几何 事实 。 几 何 有 一 个 称 作 和 解析 几何 的 分 支 ， 专 门 从 
襄 这 一 类 的 研究 。 

我 们 在 前 面 已 构 看 到 ， 算 术 可 以 作为 退 辑 的 一 个 部 分 而 构 洁 
出 来 (参看 $826) 名 @, 但 是 如 果 我 们 将 算术 看 作 一 个 建立 在 它 自己 


的 基本 词 项 和 公理 条 航 之 上 的 演 释 的 理 询 ， 它 与 滔 粗 的 关系 可 以 


描述 如 下 ， 算 术 在 还 辑 中 可 以 得 到 解释 《假定 还 辑 中 包括 无 穷 公 


理 ， 参看 826); 换 旬 话说 ， 在 还 辑 中 可 以 定义 出 那些 满足 算术 的 所 . 


有 公理 , 从 而 也 满足 算术 的 所 有 定理 的 概念 。 如 果 我 何 妈 得 , 几何 
在 算术 中 可 以 有 解释 , 我们 就 得 出 竺 葵 襄 , 几何 在 膛 辑 中 也 可 以 得 


”到 解释 。 所 有 这 些 都 是 从 方法 栓 的 观点 来 看 , 特别 重要 的 事实 。* 


$39.， 公理 与 基本 悦 项 的 选 押 ， 它们 的 独立 性 


”我 们 现在 计 葵 一 些 带 有 特殊 性 的 开题 ， 而 这 些 间 题 是 有 关注 
炊 法 的 基本 和 组 成 部 分 的 ， 邯 基 本 而 贰 与 公理 的 选择 和 定义 与 证 明 


”的 构造 。 


一 个 需要 了 解 的 很 重要 的 而 实 是 在 基本 市 项 和 公理 的 选 择 
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中 ， 我 们 有 很 大 程度 的 自由 。 认 为 有 某 些 表达 式 用 任何 方式 都 不 
” 髓 定义 ,有 某 些 命题 在 理论 止 不 能 证 明 , 是 错误 的 。 设 一 个 葵 定 的 
理 葵 有 两 个 语句 条 入 ， 如 果 第 一 个 条 入 中 的 每 一 个 证 名 都 可 以 从 
第 二 个 系 浆 中 的 语句 , 以 及 在 先 的 理 葡 的 定理 中 推出 , 并 且 第 二 个 
系 狐 中 的 每 一 话 名 可 以 从 第 一 个 系 攻 的 语 包 中 推出 ， 我 们 称 这 两 ， 
个 条 耕 是 等 价 的 (如 果 任 何 证 名 在 两 个 系 寿 中 都 出 现 ,那么 它 个 自 
然 不 需要 加 以 推导 )。 识 某 一 个 演 沟 理 苍 是 建立 在 某 盖 公理 系统 . 
”之 上 ,并 在 构造 过 程 中 , 我 们 遇 到 一 个 与 该 公理 系 太 等 价 的 命题 的 
系 郊 。 (在 887 中 所 计 葵 的 关于 疙 段 公 等 的 微型 香花 中 ,可 以 找到 
具体 的 例子 。 很 容易 证 明 , 它 的 公理 系 级 与 公理 I 和 定理 了 Ii 所 


”构成 的 系 移 等 价 。.) 如 果 从 理 渝 的 观点 来 看 , 有 这 种 情形 , 那么 可 以 


重新 构造 整个 的 理 车 ,而 使 新 的 系 针 中 的 命题 成 为 公理 , 原来 的 公 
理 成 为 定理 。 甚 至 于 这 些 新 公 鱼 可 能 在 最 初 看 起 来 并 不 显然 ， 这 
节 是 不 重要 的 。 因 为 每 一 医 句 当 它 从 其 他 显然 的 语句 中 以 含 人 信 
服 的 方式 推导 出 来 时 ; 就 在 一 定 程度 上 变 成 显然 的 。 所 有 这 些 
加 以 必要 的 变更 一 一 同样 适用 于 一 个 演 沟 理 具 的 基本 漳 项 。 这 些 
_ 番 项 的 系 闵 可 以 用 有 关 的 理 薪 的 任何 其 他 的 词 项 系 秀 来 代 赤 ， 只 
要 这 两 个 系统 是 等 价 的 ， 也 就 是 第 一 个 系 敬 中 的 刘 项 可 以 用 第 二 
个 条 魏 中 的 词 项 和 在 先 的 理论 中 的 吊顶 加 以 定义 ， 反 之 亦 然 。 我 
们 决定 移出 某 一 公理 和 基本 鹿 项 的 系 纹 而 不 选 另 一 条 络 ， 并 不 是 
由 于 理 葵 上 的 理由 (或 者 至 少 不 仅 是 由 于 理论 上 的 理由 ); 其 他 的 
因素 一 一 实 路 方面 的 、 数 学 方面 的 ， 其 至 于 美学 方面 的 在 这 里 起 
著作 用。 有 时 这 是 一 个 选 出 最 简单 的 基本 蛮 项 和 公理 的 间 题 ， 然 
后 或 者 我 们 希望 基本 词 顺 和 公理 合 少 合 好 ， 或 者 我 们 希望 要 一 些 
站 本 词 项 和 公理 ， 这 毕 基 本 阐 项 和 公理 能 够 以 最 简单 的 方式 来 定 
. 义 一 个 我 们 特别 有 兴趣 的 烙 定 的 理 葡 的 词 项 ， 和 证 明 其 中 的 命 
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题 @B。 : z 
另 一 问题 与 上 面 所 裔 的 密切 相关 。 基 本 上 我 人 企图 得 到 一 个 
- 不 包含 多 余 的 命题 的 公理 系统 ,而 所 请 多 余 的 , 就 是 可 以 由 其 余 的 
公理 推出 ， 因 而 可 以 自作 构造 中 的 理 花 的 定理 的 。 这 种 公理 系统 ， 
称 作 独 立 的 (或 公理 彼此 独立 的 系统 )。 我 们 同样 也 注意 使 得 基本 
悦 顶 系 主 是 狼 立 的 , 就 是 说, 它 不 包含 任何 可 以 用 共 他 油 项 定义 的 
多 余 的 词 项 。 但 时 和 常 由 于 实践 的 或 数学 上 的 理由 ， 我 们 并 不 坚持 
这 些 方法 只 方面 的 原则 ， 圣 别 是 当 荐 如 果 省 去 了 一 个 多 余 的 公理 
皮具 涉 交大 榴 全 全程 肉 的 构 拓 变 得 很 复杂 的 时 候 。 : 


$840. 定义 与 证 明 的 形式 化， 形式 化 的 演 入 理 哈 


我 们 有 理由 认为 演 述 方法 是 构造 科学 时 所 用 的 方法 中 最 完 关 
的 一 个 @@。 它 在 很 大 程度 上 消除 了 误差 和 模糊 不 清 之 处 , 而 不 会 
聊 寺 无 穷 倒 退 。 由 于 这 个 方法 ， 对 于 一 个 给 定 的 理 哆 的 概念 的 内 

- 容 和 定理 的 鞭 实 性 提出 剑 疑 的 理由 大 为 戈 少 ，: 最 多 只 对 于 少数 基 
本 词 硕 和 公理 而 首 , 仍 旧 存 在 。 
但 对 于 这 一 袖 法 需要 有 一 项 保留 ， 仅 当 所 有 的 定义 和 证 明 都 
完全 能 完成 它 合 的 任务 ， 也 就 是 仅 当 定 义 能 使 所 有 被 定义 的 翻 项 
~ 的 意义 都 完全 清楚 ， 而 且 证 明 能 完全 令 人 信服 地 说 明了 所 有 待 证 
明 的 定理 的 有 效 性 时 ， 泪 释 法 的 应 用 才能 得 到 预期 的 烙 果 。 要 检 
查 定 义 和 证 明 是 否 莫 正 满足 了 这 些 要 求 并 不 是 一 件 次 易 事 。 例 如 
”很 可 能 对 某 一 个 人 来 说 是 合 人 信服 的 论证 ,对 另外 一 个 人 来 说 , 却 
是 不 可 理解 的 。 为 了 消去 在 这 方面 引起 怀疑 的 根源 ， 吏 代 方 法 前 
在 检查 定义 和 证 明 时 , 努力 用 客观 性 质 的 标准 来 代替 主观 的 估价 ， 
完 双 根据 定义 和 证 明 的 鱼 构 ， 也 就 是 它们 的 外 形 来 制定 它们 是 否 
正确 。 为 了 这 个 自 的 , 竺 别提 出 了 定义 规则 和 证 明 规划 (或 推 埋 规 
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则 )。 第 一 各 告诉 我 个 那 些 作为 所 考虑 的 理论 中 的 定义 的 语句 要 
具有 什么 样 的 形式 ， 第 二 种 描述 了 为 了 从 这 一 理 芥 的 茶 些 命题 推 
出 另外 一 些 命 古 时 ， 所 要 称 过 的 变换 。 每 条 定义 必须 按照 定义 规 
则 来 下 , 每 一 个 证 明 必须 是 完全 的 , 也 就 是 说 , 它 必 须 包含 着 证 明 
规则 对 于 已 名 承 认为 芙 的 语句 的 一 系列 的 应 用 (参看 811 与 $15)。 
这 些 新 的 方法 徐 的 公设 训 以 称 作 定义 与 证 明 的 形式 化 的 公设 。 按 
照 这 些 新 的 公设 构造 起 来 的 学 科 称 伯 形 式 化 的 演 粹 理 葵 D8@。 
“由 于 这 种 形式 化 的 公设 ,数学 的 形式 的 特性 大 为 滴 加 。 还 在 
， 演 粹 方法 发 展 的 早期 ,在 构造 一 门 数学 学 科 时 , 我 们 已 经 假定 地 忽 
赂 该 学 科 所 特有 的 一 切 表 达 式 的 意义 ， 宛 如 这 些 表 达 式 都 已 痉 用 
变 项 来 代替 ， 而 缺乏 任何 独立 的 意义 。 但 至 少 对 于 膛 辑 概念 我 们 
是 可 以 赋 与 习 用 的 意义 的 。 这 样 ， 一 种 数学 学 科 的 公理 和 定理 如 
” 果 不 是 作为 证 旬 来 处 理 , 至 步 是 作为 天 句 而 项 来 处 理 , 也 就 是 作为 
具有 语句 的 语法 形式 、 而 表达 事物 的 某 些 性 质 或 事物 阅 的 某 些 关 
条 的 表达 式 。 从 已 恕 被 接受 的 公理 (或 已 权证 明 的 定理 ) 扒 出 一 条 ， 
定理 就 是 证 明 所 有 满足 公理 的 事物 也 满足 有 关 的 定理 ， 数 学 的 证 … 
明和 日 常生 活 中 的 考虑 相去 不 远 。 但 现在 却 是 全 部 所 用 在 答 定 的 
学 科 中 所 遇 到 的 所 有 表达 式 的 意义 。 并 且 我 们 认为 在 构造 一 种 演 ， 
粹 至 葵 时 ， 可 以 认为 这 一 理 薪 中 的 语句 是 没有 任何 内 容 的 符号 的 ， 
租 合 S®; 而 每 一 证 明 出 是 使 公理 或 已 证 明 的 定理 释 过 一 系列 外 
” 形 上 的 变换 *。 ; 
根据 现代 的 需 机, 还 辑 之 作为 数学 的 基础 有 共 更 深 列 的 意义 。 


中 最 先 使 演 炊 理 葵 具有 形式 化 形式 的 人 是 弗 菏 格 ， 前 面 已 两 次 引用 到 他 ( 参 和 外 
第 16 页 7 注 加 )。 在 已 故 的 波兰 加 撮 学 者 列 斯 尼 夫 斯 基 (S. Lesniewski，1886 一 
1939) 的 著作 中 ， 形式 化 的 过 程 达到 了 非 党 高 的 程度 。 他 的 戌 就 之 一 是 关于 定义 规则 
的 精确 而 完全 的 陈述 。 


二 
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.我们 不 再 满足 竹下 面 的 想法 ， 即 认为 由 于 天 生 的 或 后 天 获得 的 正 
确 思 从 的 能 力 ， 我 们 的 次 证 是 符合 滔 辑 的 规划 的 。 为 了 对 于 一 条 
定理 作出 完 驳 的 证 明 ， 这 就 必须 将 证 明 规则 所 规定 的 变换 不 仅 应 
用 在 我 们 所 研究 的 理 哈 的 命题 之 上 , 而 且 应 用 到 明 辑 命题 之 上 (以 
及 其 他 的 在 先 理 哈 之 上 ), 并 且 为 了 这 个 目的 , 我 们 必须 把 可 以 用 
到 证 明 上 去 的 所 有 静 辑 定律 全 部 列举 出 来 。 


. 至 少 在 理论 上 可 以 襄 , 只 是 由 于 演 释 吉 辑 的 发 展 , 我 们 今天 能 
够 使 每 一 门 数学 学 科 都 具有 形式 化 的 形式 @@B。 但 是 在 实践 上 仍 


有 很 大 的 间 题 ， 精确 性 和 方法 葵 的 正确 性 的 玖 加 却 使 明白 性 和 可 
理解 性 受到 损失 @e。 整个 问题 是 比 远 新 的 ,有 关 的 研究 还 没有 娃 
束 ,我们 有 理由 希望, 进一步 的 研究 将 得 到 根本 的 简化 。 所 以 如 果 
现在 在 一 四 数学 的 通俗 讲述 中 完全 按照 形式 化 的 公 促 去 做 是 为 时 
过 早 的 。 特 别 是 如 果 要 求 某 一 门 数学 的 一 本 普通 数 本 的 定理 的 证 
明 都 具有 完全 的 形式 ， 那 是 不 合理 的 。 但 我 们 可 以 期 望 一 本 数 本 
-的 作者 在 直观 上 完全 确定 , 所 有 他 的 证 明 都 能 变 成 那 种 形式 , 井 且 
甚至 于 讲 到 一 定 的 地 步 ， 使 得 一 个 在 演 释 思 闪 方面 有 一 些 称 腑 并 
且 有 充足 的 现代 琐 辑 知 巷 的 项 者 能 够 不 太 困 难 就 卉 补 上 那些 空 
际 。. . z 


$41， 一 个 演 要 理 放 的 无 也 盾 性 


我 们 现在 来 考虑 两 个 方法 沦 方 面 的 概 全 ， 这 两 个 概念 从 理 喉 
的 观点 来 看 , 于 分 重要 ， 而 在 实用 上 是 意义 很 小 的 。 这 些 就 是 无 矛 
盾 性 与 完 双 性 的 概念 。 
”一 个 演 释 理 菜 称 作 无 承 盾 的 或 一 至 的， 如 果 在 这 一 理 花 中 , 没 


学 和 和 


有 了 两 个 确立 的 命题 互相 矛盾 , 换言之, 如 果 在 两 个 互相 矛盾 的 证 名 


'" 


i Hh pe ei ed Fs 





t80  ” 第 一 部 分 吕 罗 的 元 素 ， 演 符 方 法 


之 中 (参看 87)， 至 少 有 一 个 是 不 能 证 明 的 。 一 个 理 葡 称 作 完全 的 ; 
妇 果 在 两 个 由 这 一 理喻 (以 及 在 它 前 面 的 理论 7 的 说 项 陈述 出 来 而 
且 百 相 矛 盾 的 语句 之 中 ,至 少 有 一 个 是 在 这 个 理论 中 能 够 证 明 的 。 
如 巢 一 个 语句 的 否定 在 一 个 狂 定 的 理 共 中 是 亡 角 证 明 的 ， 划 我 们 
时 常 说 ,这 一 话 句 在 这 个 理论 中 能 够 被 否 还 。 利 用 这 一 术语 , 我 们 
可 以 说 , 一 个 演 炎 理 论 是 无 矛盾 的 , 如 果 在 其 中 没有 任何 语句 是 媳 
能 证 明 又 能 否 证 的 ;一 个 理 敬 是 完 双 的 , 如 果 其 中 的 每 一 证 甸 或 者 
能 够 证 明 或 者 能 够 否 证 。“ 无 矛盾 的 ” “完全 的 ?这 两 个 市 不 仅 可 
应 用 于 一 种 理论 , 而 且 可 应 用 于 作为 这 一 理 史 的 基础 的 公理 系 炳 。 


现在 让 我 们 对 于 这 两 个 阁 念 的 含义 得 出 一 个 清楚 的 概念 。 对 


. 于 一 个 学 科 , 如 果 我 们 有 理由 怀疑 , 并非 其 中 的 所 有 确立 的 命题 者 
.是 芙 的 ， 则 即使 这 一 学 科 在 方法 论 的 各 方面 都 是 正确 地 构造 起 来 
的 , 它 在 我 傅 眼 里 也 将 失去 价值 。 另 一 方面 , 在 一 个 学 科 之 中 , 能 

证 明 的 芙 语句 的 数目 个 多 , 则 这 一 学 科 的 价值 僵 大 @G.。 由 这 一 观 
点 来 看 , 如果 一 个 学 科 在 它 的 确立 的 命题 之 中 , 包括 了 所 有 与 这 个 
理论 中 关 的 其 证 名 ,而 不 包括 任何 假 的 语句 , 则 这 一 学 科 可 以 算 作 


| 理想 的 。 在 这 里 一 个 [ 语 铝 算 作 相 关 的 ， 如 果 它 是 完 双 由 现在 所 考 


虑 的 学 科 的 蛮 项 (及 其 在 前 的 学 科 的 词 项 ) 陈述 出 来 的 。 归 根 到 
底 , 举例 说 , 我 们 不 能 期 望 在 算术 中 能 够 证 明 那 些 包含 化 学 或 生物 
学 的 概念 的 其 的 语句 。 现 在 设 一 个 演 炊 理论 是 矛盾 的 , 也 就 是 说 ， 
在 它 的 公理 与 定理 中 有 两 个 玉 相 矛盾 的 证 各 名; 根 根据 一 条 落 名 的 滔 
辑 定 律 ， 即 矛盾 塘 〈 参 看 813)， 这 两 个 语句 之 中 必定 有 一 个 是 假 
”的 。 如 果 另 一 方面 , 我 们 假定 这 个 理论 是 不 完全 的 , 那么 就 是 有 着 
两 个 相关 而 互相 矛盾 的 证 句 ,其 中 的 任何 一 个 都 不 能 证 明 , 而 根据 . 
另 一 条 渤 辑 定律 , 即 排 中 律 , 这 两 个 芳名 之 中 必定 有 一 个 是 时 的 。 
我 们 由 此 看 出 ， 一 个 演 裕 理论 如 果 不 是 饶 无 矛盾 又 完全 , 就 不 能 达 ， 


Ed 
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到 我 们 的 理想 SS。 (我 们 并 不 是 更 祝 ， 每 一 个 谣 无 矛盾 又 完全 的 学 
科 必 定 事实 上 是 我 们 的 理想 的 实现 , 也 就 是 说 , 它 必定 在 它 的 硝 立 
的 命题 中 包含 了 所 有 鞭 的 语句 和 只 是 这 些 语句 @ 人 @。) 
我 何 所 考虑 的 于 题 还 有 另外 的 一 面 。 任 一 演 烃 科学 的 发 展 都 
是 利用 这 一 科学 中 的 词 项 陈 滤 出 下 列 类 型 的 曾 题 , 即 ; 情形 是 这 社 
- 电 ? 然后 根据 已 构 假 定 的 公理 ， 讼 法 制定 这 些 间 题 。 这 一 类 型 的 
表 是 显然 可 以 制定 为 两 种 可 能 中 的 一 种 ， 即 肯定 的 或 否定 的 。 在 
第 一 种 情形 下 , 答案 是 “情形 是 这 样 ”在 第 二 种 情形 下 , 答案 是 “ 情 
形 不 是 这 样 ”。 一 个 演 沟 再 险 的 公理 系 业 的 无 矛盾 性 和 完 全 性 就 
保证 了 上 面 所 说 的 那 种 并 是 的 每 一 个 在 这 一 理 葵 中 可 实际 加 以 币 
定 ， 工 且 只 能 以 一 种 方式 制定 。 无 矛盾 性 排除 任何 疝 题 以 两 各 方 
式 制定 的 可 能 性 , 即 弃 肯 定 又 否定 , 而 完全 性 则 保证 至 少 可 有 一 种 
方式 加 以 制定 。 : 
和 完全 性 间 题 紧密 相 建 的 是 另外 一 个 更 一 般 的 问题 ， 一 个 与 
不 完全 的 与 完全 的 理 阶 都 有 关 的 问题 。 这 个 问题 就 是 对 于 和 葵 定 的 
演 烃 理 葵 拷 出 一 个 一 般 的 方法 ， 使 我 们 能 够 币 定 由 这 一 理 花 的 词 ， 
项 所 构成 的 任 一 语 名 是 否 能 在 这 一 至 琵 中 加 以 证 明 ， 这 一 重要 的 
于 是 称 作 制定 开题 @。 
只 有 少数 的 演 树 葵 ， 我 们 可 能 设 明 它们 是 无 也 盾 的 和 守 
- 的 。 它 们 一 般 都 是 逮 辑 硅 构 简单 ， 六 要 全 不 和 的 机 全 再 芒 ， 入 
开 章 中 已 元 言 乔 过 的 语句 演算 是 一 个 例子 。 假 如 我 们 把 它 看 作 一 
个 独立 的 理论 而 不 看 作 选 辑 的 一 部 分 (但 是 当 我 们 把 “完全 的 ”这 
一 词 应 用 到 这 一 理 葵 时 ， 吉 巾 有 改变 )。 证 天 矛盾 又 完全 的 一 个 


由 希 尔 伯 竺 特别 强 润 这 一 节 中 所 如 认 和 的 概念 和 间 题 的 意义 一 特别 是 无 矛 慎 
性 与 制定 问题 的 概念 。 他 推动 了 数学 基础 方面 许多 重要 研究 。 由 于 他 的 个 三 这 些 间 
二 近来 成 为 诗 乡 数学 家 和 肖 可 学 家 大 力 研 究 的 对 和 
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最 有 兴趣 的 例子 可 能 是 初等 几何 。 这 里 所 说 的 几何 是 限于 车 千 世 
和 以 来 作为 初等 数学 的 一 部 分 在 中 等 学 校 中 讲授 的 内 容 ， 想 就 是 
”说 ,是 一 奖 研 究 各 种 特殊 的 几何 图 形 如 直 多 ,和 下面、 三 角形 、 磋 等 性 . 
' ” 质 , 而 不 考虑 几何 图 形 的 一 般 概 念 《 点 的 集合 ), 四 我 们 要 是 考虑 
”算术 和 高 等 几何 ， 情 形 就 根本 不 同 。 可 能 研究 这 些 科学 的 人 没有 
人 怀疑 它们 的 无 矛 掉 性 , 但 是 根据 最 近 方 法 舱 方 面 的 研究 , 关于 它 
们 的 无 矛盾 性 的 一 个 严格 的 证 明 过 到 了 带 有 根本 性 的 困难 。 完 双 
性 的 情形 更 精 , 算术 和 高 等 几何 已 被 发 现 是 不 完全 的 , 因为 可 以 构 
,车 天 一 些 算术 的 或 几何 的 问题 ， 而 这 些 丙 题 在 这 些 学 科 中 饶 不 能 
加 以 肯定 地 制定 , 也 不 能 否定 地 币 定 @@.。 也 许可 以 设想 , 这 一 事实 

“的 产生 是 由 于 我 们 现 有 的 公理 系 航 和 证 明 方 法 有 人 缺点，. 作 适当 的 
改进 后 (如 扩充 公理 系 绩 )， 在 将 来 可 能 得 到 完全 的 系 纯 。 但 更 进 
一 步 的 硫 宪 已 元 说 明 ， 这 项 猜 浏 是 错 订 的。 要 想 建立 一 个 旗 无 巴 
盾 又 完全 的 演 炎 理 桨 ， 其 中 包括 了 全部 的 关于 算术 或 高 等 几何 的 
里 的 咱 句 作为 它 的 定理 ， 那 是 永远 不 可 能 的 。 其 女 我 们 发 现 利 定 ， 
问题 在 这 学 科 中 同样 是 不 能 解决 的 。 不 可 能 找到 一 个 一 般 的 方法 
使 我 们 能 够 辨别 这 些 学 科 中 哪些 语句 是 可 证 的 , 吐 些 是 不 可 证 的 。 
这 些 转 果 可 以 推广 到 许多 别 的 演 研 科学 ， 竺 别 是 可 以 推广 到 所 有 
那些 以 整数 算术 (就是 关于 整数 的 四 种 其 本 运算 的 理 洽 ) 为 前 提 或 : 
可 以 发 展 出 这 一 理论 的 那些 演 释 科学 。 “例如 , 这些 结 果 可 以 应 用 
到 类 的 一 般 理论 (根据 $26 末尾 的 说 明 可 以 推出 ),*®® . 
由 于 上 面 所 襄 的 ， 可 以 了 解 无 矛 盾 性 和 完 双 性 的 概念 虽然 在 
，”@ 和 震 句 演算 的 完全 性 的 第 二 个 还 明 〈 也 就 是 关于 党 至 性 的 研究 的 第 一 个 成 功 ) 


开罗 本 国 攻 估 症 时 家 收兵 竺 人 工 . Post) 。 初等 / 何 完全 性 的 还 明 是 著者 做 出 
来 的 。 


人 这 旺 极 端 重要 的 成 就 是 现代 宽 地 利 还 弓 学 宁 机 德尔 作出 来 的 他 的 有 关 币 定 
间 央 的 楼 果 又 径 现 代 关 国 肖 幅 学 家 球 尔 未 (A. Chuarch) 加 以 扩充 。 


地 


0 人 
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理论 .上 很 重要 ， 而 在 洋 际 构 迁 演 宰 科 学 时 芭 没 兴 什 么 影响 se， 


842. 演 迁 科学 方法 效 的 扩大 的 概念 


关于 无 矛盾 性 和 完全 性 的 研究 是 使 得 方法 葛 的 研究 范围 扩充 
的 重要 因素 ， 也 是 使 得 演 沟 科学 方法 花 的 全 部 性 质 发 生根 本 改变 、 
的 重要 因素 。 本 章 开 头 所 提出 的 方法 花 的 概念 在 这 一 科学 的 捷 史 
发 展 过 程 中 ， 已 被 发 现 是 大 狂 了 。 对 于 在 注释 科学 的 实际 构造 中 
所 应 用 的 方法 进行 分 析 和 估价 已 不 再 是 方法 答 的 唯一 的 任务 ， 基 
至 于 已 不 再 是 它 的 重要 任务 。 演 释 科 学 方法 葵 已 权 变 成 了 一 门 关 
于 演 释 科学 的 一 般 性 的 科学 , 就 像 算术 是 关于 数 的 科学 , 几何 是 关 
于 邢 何 图 形 的 科学 。 在 现代 方法 其 中 ， 我 们 不 仅 研 究 构 成 演 克 理 
眩 的 落 句 ， 工 且 研 完 这 些 理 论 的 本 身 。 我 们 考虑 租 成 这 些 语 名 的 
符号 与 表达 式 , 表达 式 与 语句 的 性 质 和 集合 , 它们 中 两 的 关系 ( 例 


如 推出 关 条 )， 甚 至 于 表达 式 与 它们 所 “ 座 到 ”的 那些 事物 的 关系 。 


(例如 指示 关系 ); 我 们 建立 关于 这 些 概念 的 一 般 定律 。 

* 因 此 可 以 得 出 这 样 的 千 论 , 就 是 说 ,那些 指示 出 现在 演 烃 理 
芥 中 的 表达 式 以 及 这 些 才 达 式 的 性 质 和 它们 之 问 的 关系 的 蛮 项 不 
局 于吉 辑 的 范围， 而 属于 演 积 科 学 方法 论 。 这 特别 适用 于 本 书 前 . 
几 章 中 引入 和 用 过 的 某 些 概念 , 例如 “ 变 顶 "“ 语 句 画 项 *，“ 和 量词”， 
“桂花 "以 及 其 他 许多 概念 。 为 了 使 我 们 对 于 遥 辑 的 说 项 与 方法 花 
的 词 项 之 阅 的 区 别 弄 得 更 清楚 一 些 起 见 , 让 我 们 来 考虑 “或 "与 “新 
取 式 ”这 两 个 洞 。 “或 " 字 自 然 是 属于 如 辑 的 ， 即 履 于 请 句 演算 的 ， 
虽然 它 也 在 所 有 其 他 科学 中 、 因 此 也 就 在 方法 论 中 应 用 。 另 一 方 
面 ,“ 术 取 式 "这 个 词 是 指示 供 助 于 “或 " 字 构 游 出 来 的 英名 , 它 是 方 、 
法 论 的 词 项 的 一 个 典型 的 例子 。 


玻 者 们 也 许 会 瞩 到 惊 部 , 在 关于 汉 辑 的 各 章 中 ,我 们 应 用 了 这 
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样 多 的 方法 瞪 中 的 鹿 项 。 但 解释 是 比较 简单 的 。 一 方面 , 我 们 在 89 
中 已 经 提 过 的 一 种 情形 在 这 里 起 着 重要 的 作用 ， 这 就 是 在 数学 家 
与 学 深 中 国 习 什 于 用 外 全 方 流 队 关机 的 生生 作 为 基 生 可 
学 性 质 或 还 辑 性 质 的 才 达 式 的 同 义 屏 〈 有 时 是 为 了 文体 的 理 

有 在 茶 种 程度 上 , 我 全 在 本 书 中 也 是 这 样 用 的 。 但 在 另 一 方面 ，， 
这 里 还 有 一 个 更 重要 的 因素 ; 在 本 书 中 我 们 没有 企图 以 一 种 系 六 
的 万 法 构造 起 还 辑 来 , 而 只 是 识 论 水 四 ,讨论 和 评论 它 的 概念 与 定 
律 。 但 我 们 知道 (根据 $18) 当 我 们 谈论 胸 辑 概念 时 ,我们 必须 使 
用 这 些 概念 的 名 称 ， 也 就 是 哪些 已 色 属 于 方法 渝 的 密 项 。 如 果 我 

们 将 肝 辑 构造 为 一 种 注释 理 花 , 而 对 于 它 不 作 任 何 责 花 , 那些 方法 / 
区 的 词 项 将 只 在 定义 和 推理 的 规划 的 陈述 中 内 弱 。* 
由 于 方法 险 的 发 展 ， 在 这 方面 需要 应 月 新 的 更 精 窗 的 和 更 淮 

确 的 探讨 方法 。 方 法 论 和 构成 它 的 研究 对 象 的 那些 科学 一 样 ， 也 
具有 演 炊 科 学 的 形式 。 由 于 研究 范围 的 扩充 ，“ 演 释 科 学 方法 询 ” 
这 一 名 词 的 本 身 看 起 来 已 不 太 合 适 ; 事实 上 "方法论 " 仅 指 “ 关 于 方 
法 的 科学 "。 所 以 现在 时 常用 其 他 名 齐 代 替 这 一 名 鹿 ， 例 如 “证明 
瀹 "(这 并 不 大好) 或 “元 愧 各 与 元 数学 ”( 这 好 得 多 ), 这 个 名 测 的 含 
义 是 和 “关于 逻辑 与 数学 的 科学 ” 汰 不 多 是 一 样 的 。 还 有 一 个 名 家 
近来 开始 在 使 用 , 就 是 “ 逮 辑 语 铁 与 演 沟 科学 的 匡 义 学 ”, 这 个 名 宙 


荡 重 指 由 了 注释 科学 方法 放 与 关 语 言 的 文法 的 相 伺 之 处 。 中 


4 


@ 广义 的 演 入 科 学 方法 论 是 一 门 非 常年 轻 的 科学 ， 它 的 显著 的 发 展 是 在 头 构 ， 
20 年 前 地 开始 的 ; 同时 在 两 个 不 同 的 中 心 发展 起 来 (看 来 是 披 此 独立 的 )， 这 就 是 哥 十 
根 与 华沙 ， 娟 丁 根 是 在 希 尔 伯 特 〔 贿 看 第 115 居 §36 注 ) 与 只 尔 纳 斯 (P. Bernays) 
的 影响 之 下 ， 守候 沙 风 有 克基 尼 夫 白 基 忆 熙 加 本 下 各 以 有 其 他 一些 人 在 工作 阔 ( 帮 办 
第 128 页 $40 注 @ 和 第 16 页 $7 注 四 )。 
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z 练 “ 习 

1. B@ 第 IV 章 中 所 考虑 的 类 的 运算 可 以 作为 一 个 独立 的 演 释 
理 静 构 淮 起 来 ,并 且 只 假定 语 得 名 演算, 在 这 项 构造 中 , 我 们 将“ ”， 
“ 八 ”， CC 这 几 个 符号 和 $25 中 所 引进 的 所 有 的 运算 符号 作为 基 
本 前 项 。 我 们 并 识 定 下 列 九条 公理 ， 
公理 I KECK 
公理 II， 如果 RCIZL 并 且 工 Cd, 那么 KCM 
公理 II. KULCM 当 上 是 仅 当 KCM 并 且 工 CM 
公理 IV. MCKNIL 当 上 且 仅 当 MCK 并 有 MCL 
公理 V. KN LUM EEKEND UEKNM) 
,公理 VL. KCYV 
公理 VIL 八 CK 
公理 VIII.VCKURKR 
公理 IX. ,KN K'CA 
” ”由 这 些 公理 我 们 可 以 推 册 各 种 定理 、 训 正 明 下 列 的 完 再 (利用 
“所 附 的 提示 )。 

定理 IL KUKRCK 

提示 : 将 公理 III 中 的 “L” 和 “M” 换 成 “K”， 注意 这 个 等 什 式 ， 
的 右边 是 为 任 一 类 所 注 是 的 《根据 公理 也 ， 所 以 左边 也 必 宠 是 
永远 馈 满 足 的 。 

定理 ll. KCKNMNK- 1 

.提示 ， 这 一 证 明 用 到 公理 IV 与 公理 1， 并 与 定理 I 的 证 明 


/ 


四 “这 里 答 出 的 下 理 采 薄 主 要 是 习 王 德 的 工作 (参看 第 84 页 $e7 注 D)。 现 代 
”美国 数学 家 部 丁丁 (E. V. Huntington) 冒 发 表 了 若干 种 类 的 营 算 的 简单 的 和 有 兴趣 
”的 公理 条 统 。 有 一 些 尖 于 渴 避 和 数学 理 获 的 公理 基础 的 重要 页 献 也 应 妇 动 于 他 。 
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相似 。 
定理 11. KCKUL 并且 LEKUL 
提示 。 在 公理 I 中 以 <KUL” 代 “M”， 注意 由 于 公理 T， 这 个 
等 值 的 左边 是 永远 被 满足 的 。 
定理 IV. KNLCK 并 且 KNLCL 四 
提示 ， 这 一 证 明 与 定理 III 的 证 明 相仿 。 
.定理 V. KULCLUK : z 
提示 ， 在 公理 II 中 以 “LUK” 代 “M”。 提 将 这 样 得 到 的 等 值 
起 的 右边 与 定理 JJ 此 较 ( 其 中 "人 代 之 以 上 ， 三代 之 以 天) 
”定理 VI. KNLCLNK , 
提示 : 这 个 证 明 根 据 公理 玉 和 定理 玉 ， 闪 与 定型 站 的 证 明 相 
仿 。 . 
定理 VII. 如 果 工 CU:; 那么 天 UZLC 天 U7。 
提示 : 设 这 一 定 娃 的 题 设 成 立 ， 而 推出 下 列 的 公式 ， 
KCKUM 并 且 LEKUM l 
(第 一 个 公式 可 出 定理 HI 直接 得 出 ， 第 二 个 公式 划 可 以 利用 
公理 IT 由 题 设 及 定 还 III 推出 )。 应 用 公理 III 于 这 些 公式 。 
定理 VII. 如 果 LCM, 那 么 KNLCKNM. 
提示 :这 个 证 明 与 前 一 定理 的 证 明 相仿 。 
十 理 IX, KNLCKN CLUM)#4EKNMCKN LUM 
提示 : 在 定理 II 中 ， 将 “ 玉 " 换 成 < 碾 ”， 交工 ”" 换 成 “M”， 然后 再 
应 用 定理 VIII 。 
-定理 X. (KND UKNM)CKENCTUM) 
提示 : 这 一 定理 可 良 公理 II 及 定理 芭 推 出 。 
在 以 上 定理 的 证 明 中 起 最 重要 的 作用 的 公理 JI 与 TV 称 作 全 
成 律 (对 于 类 的 加 法 和 乘法 而 车) 。 


i 
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2. 在 前 一 习题 中 所 丢 千 的 类 的 运算 中 ， 我 们 可 以 引进 等 号 
“二 ”并 定义 如 下 

定义 I， 下 = 工 当 且 仅 当 KKCL 并 有 LCK。 

起 由 习题 1 中 的 公理 和 定理 以 及 上 述 定 义 推 出 下 列 定理 ， 

定理 XI. K=K 

”提示 : 将 定义 I 中 的 “LL” 换 咸 “KK* 并 应 用 公理 I 

定理 XII. 如 果 KK 二 上 ,那么 上 = 

提示 : 将 定义 I 中 的 “KK” 换 成 “L”, 将 "L" 换 成 “K”。 将 这 样 得 、 
来 的 千 果 与 原来 的 定义 I 作 瑟 较 。 

定理 XIII， 如果 区 = 工 并 且 L=M, 那 和 KR=M,， 

提示 : 这 一 定理 可 用 定义 1 及 公理 中 推出 。 

定理 XIV KUK=K 

提示 ， 将 定义 由 的 “K” 代 之 以 “UK” 大将“ 广 代 之 以 


“Kk”, .应 用 定理 T 及 定理 III (其 中 “I? 代 之 以 “KK”)。 


定理 XV KNK=K 
提示; 这 一 证 明 与 前 一 定理 的 证 明 相仿 。 
定理 XVI KUL=LUK 
提示 : 由 定理 V 我 们 有 : 
KULCLUK 和 I LUKCKUL 
对 这 些 公式 应 用 定义 1 
定理 XVII KNL=LNK 
提示 ， 这 一 证 明 与 定理 XVI 的 证 明 相仿 。 
定理 XVII KN(LUM)= (KNDU KNM), 
”提示 ， 这 一 定理 可 由 定义 1, 公理 V 定理 六 推出 。 
定理 XIX KUK-V 
提示 : 这 一 定理 可 以 借助 于 定义 I 由 公理 VI (其 中 “K” 代 之 


Fr i ied es am 提 yLU 一 和 -LT 硬 - 开 二 :dei um， -aa 二 ca 个 丰 本 ,oa ah 
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以 “KUKK 站 及 公理 VIII 推出 。 

定理 XX (NK'= 八 

提示 ， 应 用 定义 了 公理 VII 和 公理 信 。 

注意 这 一 习题 和 前 一 习题 中 的 公理 和 定理 蔚 些 是 第 lV 章 (或 | 
者 可 能 是 第 IIT 章 ) 中 已 墟 有 的 ;回忆 它们 的 名 称 。 / - 

3. 设 在 习题 1 与 可 题 2 中 所 科 论 的 类 的 运算 的 系 刍 中 引进 一 
个 新 符号 “站 ”用 以 代表 类 之 天 的 某 种 关系 , 并 定 义 如 下 : 

”下 XL 当 且 仅 当 KCL, LCK 与 KNL= 作 均 不 成 走 。 

这 样 定义 的 关系 是 否 与 $24 中 所 定义 的 有 些 关 系 想 同 ? 使 符 
号 )0 代表 各 类 之 阐 互 不 相交 的 闫 条 。 如 何在 我 们 的 类 的 运算 的 
“有 夭 访 中 定义 这 一 符号 ? 

4. 试 举 出 $37 中 记 考 虑 的 公理 条 就 在 算术 及 几何 中 的 儿 种 解 
程 。 \ 

出 一 切 娄 构成 的 集合 ， 加 上 小 于 关系 是 否 是 这 公理 示 铺 的 
”一 个 模型 ? 由 一 切 直 儿 构成 的 集合 加 上 站 区间 的 在 行 关系 是 否 是 
.这 种 模型 之 一 ? 

5. 在 837 中 所 对 只 的 几何 的 片上 中 ， 久 秽 周 的 较 短 关系 可 居 
义 如 下 : 

我 个 说 了 较 y 为 短 ， 记 作 : Y< 如 果 了 与 ? ) 是 搂 段 并 时 如 果 
并 与 一 -不 线段 到 等 而 这 一 线段 是 ? 的 一 部 分 ; 换 喜 之 如果 x & 5， 
yeS 并 且 加 果 存 在 z 而 使 得 ze S，zCy zsfy 并且 X 守 z。 和 

区 别 这 个 句子 中 的 被 定义 者 与 定义 者 。 和 制定 在 定义 者 之 中 出 
现 的 漳 项 属于 什么 学 科 ( 或 者 属于 肝 辑 的 那 一 部 分 )。 这 一 定义 是 
否 符 合 $36 中 的 方法 酚 的 原则 和 811 中 的 定义 规则 ? 

6、 如 果 只 考虑 815 中 所 讲 的 证 明 规则 ， $37 中 定理 I 的 证 明 
寿 入 大 一 个 完 桔 的 下 胃 ? 
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7. 除 定理 与 开 以 外 ,下 列 的 定理 可 由 $37 的 公理 中 推 内 ; 

定理 II. 对 于 集合 SS 下 的 任 训 意 的 元 素 2 与 2 如果 2Zy 并 
有 肯 XX 全 zx, 那么 y 守 z。 

定理 IV. 对 于 集合 S 守信 放风 天 yy 与 之 ， 如 果 zy 关上 

兰 z， 那么 z 宕 。 

定理 V.。 对 于 集合 S 的 任意 的 元 素 XY,z 与 与 如 果 工 9， 
yz, 并 且 z 室 4, 那么 zt z 

对 于 下 列 的 蓄 名 系统 与 公理 I 和 II 所 组成 的 条 耕 的 等 价 性 
(如 $39 中 所 定义 者 ) 答 以 严格 的 证 明 (所 以 每 一 个 都 可 以 用 来 作 
为 一 个 新 的 公理 系统 ): 

《a) 由 公理 I 与 定理 和 1 定理 II 所 粗 度 的 系 镑 3 

(Cb) 由 公理 I 与 定理 III 所 租 成 的 系 先 ; 

(c〉 由 公理 与 定理 IV 所 组成 的 系 竺 ， 

(d》 由 公理 I 与 定理 I 和 定理 V 所 租 戊 的 条 和 狼 。 

8. 按照 837 中 所 讲 的 方法 , 陈述 出 关系 理 葵 的 一 般 定律 ,作为 
前 面 习题 中 所 得 到 的 千 果 的 推广 。 

提示 : 例如 这 些 害 委 可 以 具有 综 值 式 的 形式 ， 而 开头 一 下 
为 : 

”关系 尺 是 自 友 的 外 上 在 区 及 求 具有 性 质 P， 当 目 促 当 … 
9. 考虑 习题 7 中 的 语句 骤 统 (a)、 指 出 满足 下 列 条 件 的 模型 

(a) 满足 这 一 采 赫 的 前 两 个 语句 , 但 不 满足 末 一 个 ; 

(b) 满足 第 一 个 与 第 三 个 ,但 不 满足 第 二 个 ， 

(ec) 满足 后 两 个 , 但 不 满足 第 一 个 。 
本 三 个 品名 中 的 任意 两 个 可 以 推 册 其他- 个， 这 样 的 模型 是 
存在 的 , 由 这 一 事实 可 以 得 出 什么 糙 芥 ?9 这 些 证 句 是否 彼此 独立 ? 
(参看 $37 与 $39)、 : 
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lo 有 时 候 有 这 种 把 忽 就 是 棕 ,在 不 同 的 几何 涩 本 中 有 闭关 
轩 , 即 有 的 数 本 中 当 作 定理 的 语 句 , 在 其 他 数 本 中 却 采 用 作 公 理 ， 
从 而 不 葵 出 证 明 ， 这 种 抱 乱 有 根据 星 ? 

*11. 在 813 中 我 们 熟悉 了 芙 值 者 的 方 泛 ， 这 一 方法 使 我 们 能 
够 在 任 一 特殊 情形 中 御 定 语句 演算 中 的 一 个 答 定 的 语句 是 否 是 叶 
的 ， 因 而 是 否 可 以 承认 为 这 一 演算 中 的 一 条 定律 。 在 应 用 这 一 方 
法 时 , 对 于 那些 在 里 值 表 中 出 现 的 符号 代 ” 与 FF”， 我 人 可 以 完全 
忘却 原来 赋 与 它们 的 意义 , 我 个 可 以 设 定 , 这 一 方法 主要 是 在 构造 
匡 旬 演算 时 应 用 两 条 规划, 第 一 条 接近 于 定义 的 规则 , 第 二 条 接近 
于 证 明 的 规划 。 按 照 第 一 条 规则 ， 如 果 我 们 要 在 语句 演算 中 引进 

一 个 常 项 , 我 向 必须 构造 出 包含 这 个 项 的 最 简单 的 (同时 也 是 最 一 
般 的 六 请 名 画 项 的 基本 芙 值 表 。 按 照 第 二 条 规则 , 如 果 我 们 要 肯定 

一 个 荆 句 (只 包含 那 些 基本 里 值 麦 已 经 构造 出 来 的 常 项 ) 是 性 句 演 ， 
算 的 定律 ， 我 们 必须 为 这 个 语 锯 物 造 出 一 个 导出 鞭 值 玫 并 证 实 符 
号 “F” 在 这 个 歌 的 未 一 行 中 从 不 出 更。 - 
只 用 这 两 条 规则 构 落 出 来 的 施 名 演算 具有 与 形式 化 的 演 烃 理 
葡 相 近 的 性 质 。 就 根据 $40 中 记 讲 的 求证 明 这 一 命题 。 但 注意 这 
一 构造 语句 演算 的 方法 与 $36 中 所 计 瞪 的 构造 注释 理 比 的 一 般 原 
则 的 不 同 之 处 。 利用 融 在 所 考虑 的 方法 ， 是 否 可 能 在 靖 句 演算 中 
分 别 基本 词 顺 与 被 定义 阐 项 ? 有 哪些 区 别 在 这 里 分 不 出 来 ? 
本 *12. 应 用 上 一 习题 中 所 描述 的 芙 值 表 方法 ， 我 们 可 以 在 著名 
”演算 中 引信 一 些 在 第 芽 章 中 没有 讨论 的 新 的 词 项 , 例如 我 们 可 以 
引进 符号 “人 ”而 将 下 列 语句 画 项 ; 
. * 六 
看 作 四 

牧 非 上 又 非 g 


人 
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这 一 表达 式 的 糖 写 。 

构造 再 符合 符 导 “人 ”的 直观 意义 的 芙 值 才 ， 并 且 借 助 于 导 . 
出 芙 值 表 ， 证 实 下 列 的 语 名 是 芙 的 并且 可 以 肯定 为 病名 演算 的 定 
律 : 

《一 访 )<>( 力 人力) 

(pVODILCPADA GADI 

(pVDELGAPD NALCPAP A Gg]) 

*13. 存在 一 个 将 证 名 演算 构造 各 成 为 -个 形式 化 的 演 炮 再 哈 的 
方法 , 这 个 方法 与 习题 11 中 所 描述 的 不 同 ,而 完全 符合 836 与 840 
中 所 提出 的 原 旭 @, 例如 我 们 可 以 设 符号 “->”， “>” 与 “~” 为 大 本 
词 项 , 并 设 下 列 七 个 请 旬 为 语句 演算 的 公理 : 

公理 I p 一 (gq->p) | 

公理 I [Lp 了 3 > 0) 

”会 理 IT. (p39) L(g ) (p+7)] 
“公理 IV. (po (p>9) 
公理 V. (po SCDp) 
公理 VI (pg) OL (Cap) (pg)] 
公理 VIL[C~@) 地 (~p)1 pO0) 
、 “一 其 次 , 我们 同意 在 证 明 中 应 用 两 条 推理 规划 , 这 两 条 规则 是 我 
们 已 好 熟悉 的 , 即 代入 规则 与 分 离 规划 。 (为 了 十 分 精确 地 陈述 这 
些 规则 , 转 别 是 代 玉 规划 , 我 们 必须 确定 用 括 纸 的 方法 , 并 规定 在 
我 们 的 演算 中 , 把 那些 表达 式 看 作 是 语句 画 项 , 从 而 可 以 用 来 替换 
变 项 。 这 项 工作 是 不 太 困 难 的 。) 

入 助手 这 些 推理 规则 ， 我 们 现在 可 以 从 我 们 的 公理 推 由 - 些 


@ 这 个 方法 来 源 于 弗 莱 格 (参天 第 16 页 注 @)。 


a 
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定理 、 粹 而 下 列 定 理 的 完全 证 明 (利用 在 它 儿 们 后 面 的 提示 。) 
定理 I pp 


提示 在 公理 I 与 开 中 ,以 “p” 民 半 <g7 ;注意 条 得 册 玉 的 第 


: 一 个 语句 与 第 一 个 语句 的 前 件 完全 一 样 ， 于 是 应 用 分 离 规 则 。、 

定理 HL -CO ->[CG-20-0 

提示 ， 在 公理 I 中 , 用 “(->0)”" 代 夫 “0; 在 公理 III 中 将 “p”， 
“g” 与 ”分 别 代 之 以 “Cp 玉 g)”,“p” 及 “gq”, 注意 这 样 得 到 的 第 一 个 
狂 疮 式 的 后 件 与 第 二 个 苯 画 式 的 前 件 相同 。 现 在 在 公理 II 中 , 用 
第 二 个 蓝 画 式 的 前 件 代 闲 “qa” 并 且 用 它 的 后 件 代 末 $7”( 作 为 第 一 
个 区 画 式 的 前 件 的 “不 变 )。 然后 应 用 分 离 规 划 两 次 一 一 这 一 证 
明 是 以 公理 III 为 根据 的 推理 的 标准 例子 ， 而 公理 则 II 是 假 着 三 
段 论 定 律 的 另 一 形式 (参看 $12)。 

定理 IIL p 了 [GB >9) a] 


提示 : fi。 和 有 人 由 各 


出 下 列 主 旬 : 
(GIO NIG ID SD I GID Sa] 
”将 这 一 应 名 的 前 件 与 定理 的 后 件 作 比 较 ;于 是 在 公理 1I 中 
作 适 当 的 代入 , 工 应 用 分 离 现 则 两 次 。 
定理 IV. [pCO7) Le pr z 
”提示 ; 利用 代 人 由 公 择 II 推出 下 列 语句 ， 
CD [Lp 一 (Cg 一 7 一 人 (CC rp Ir)) 
“其次, 在 公理 III 中 ,将 “p”,“g” 与信 7” 分 别 代 之 以 “q”,“[(q-37) 
7] 与 “(pr)”。 和 注意 这 样 推出 来 的 茵 丽 式 的 前 件 可 以 在 定理 
III 中 进行 代 天 而 得 到 。 进 行 这 一 代 天 并 应 用 分 高 规划 而 推出 
@) onD oI GINII I GI] z 
注意 〈1) 的 后 件 与 (2) 的 前 件 相同 ;然后 像 定 理 II 的 证 明 帅 一 


| 


\ | 村 ! 


i a 
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样 来 进行 (再 应 用 公理 ID 一 一 定理 IV 称 作 交 换 律 。 


定理 V. (~p) 下 (p09) - 
提示 ， 利 用 代 大 由 公理 工 得 出 
(~p) LC~g CC~p)1 


注意 这 一 - 裔 多 的 后 件 与 有 一 条 公理 的 前 件 相同 ， 然 后 像 定理 
II 的 证 明 中 一 样 去 散 。 

定理 VI. >[( 一 轨 一 0] 

提示 :, 在 定理 IV 中 进行 代 大 而 使 由 此 得 到 的 藉 画 式 的 前 件 
将 是 定理 V， 然 后 应 用 分 离 规 则 一 一 我 们 在 这 里 有 着 一 个 以 交换 
律 为 根据 的 推理 的 标准 的 例子 。 

定理 VILL~(~p)]>(q 3p) 。. 

提示 这 一 证 明 与 定理 工 的 证 明 相 仿 。 由 定理 V 及 公理 VI ， 
推出 : 
DAD YO Ye 

些 语 句 的 前 后 件 。 

二 vi [~C~p Ip z " 

提示 ， 与 定理 VI 的 证 明 一 样 ， 先 自 定理 IV 与 VII 中 推出 下 
列 应 旬 ， 

、 | [一 (一念 械 人 

在 这 一 请 名 中 , 用 我 们 的 公理 中 的 任 一 条 代替 “g”, 并 应 用 分 
离 规划 。 ， 

定理 IX. pI 

提示 ， 在 人 和 VI 定理 VI 之 中 进行 当代 大， 使 得 可 以 
应 用 分 离 规 划 。 
定理 六. [一 (~ 办] 六 
提示 : 在 公理 VI 中 进行 代入 并 应 用 分 离 现 区 两 天， 就 可 以 


4 
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从 公理 VI 与 定理 VII 和 定理 攻 推 出 这 一 定理 。 

*14. 如 果 要 能 够 在 前 面 习题 所 描 壕 的 语句 演算 的 条 区 中 引进 
被 定义 的 词 项 ,我们 必须 假定 一 条 定义 的 规则 。 按 照 这 条 规则 ( 参 
看 $11), 每 一 定义 都 具有 等 值 式 的 形式 。 被 定义 者 是 一 个 表达 式 ， 
其 中 除 语 旬 变 项 外 ,只 包含 一 个 常 项 , 即 被 定义 的 词 项 ; 并 且 没 有 
一 个 符号 在 这 个 碍 达 式 中 可 以 出 现 两 次 。 定 义 者 是 一 个 任意 的 语 
句 画 项 ， 其 中 刚好 包含 着 与 被 定义 者 之 中 相同 的 变 项 , 并 且 所 包含 
的 常 项 只 限于 基本 词 项 和 前 面 已 定义 的 调 项 , 例如 ， 我 们 可 以 承认 
下 列 关 于 符号 “VV ”与 八 " 的 定义 

定义 I (pVDOLC~P) Sq 

定义 HI (pADA~LC~PDYV (~D)) 

异动 于 代入 规划 和 分 离 规 划 ， 由 上 述 定 义 以 及 习题 13 中 的 公 
理 和 定理 , 推出 下 烈 的 定理 ; 

定理 XI [L(~ 力 -29] 一 >(V9) 

提示 : 在 公理 V 中 , 以 “ (pa)" 代 夫人” 攻 且 以 “[C~p) gj 
代 蕉 “9 将 这 样 得 出 的 语句 与 定义 I 从 比 通 关 应 用 分 高 规 则 。 

”定理 XI pV (~p) 

提示 ， 应 用 代 太 规划 丙 赤 和 分 离 规 则 大 ， 可 以 从 定理 XI 和 
定理 I 中 推出 这 一 定理 。 

”定理 XII. ppV 9 

提示 : 这 一 证 明 是 建立 在 公理 II 和 定理 VI 与 定理 XI 之 上 
的 , 大 点 与 定理 开 的 和 证明 很 相似 (只 对 于 公理 II 应 用 J 了 代 人 规划)。 

定理 XIV. (pA 人 g) {~LCNPDYV (~DJ) 

提示 ; 这 一 建立 在 公理 IV 和 定义 I 之 上 的 证 明 是 与 定理 XI 
的 证 明 相似 的 。 


定理 XV. COD SLD VDD 
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提示 ， 这 一 证 明 是 建立 在 公理 IIL 和 定理 VII 与 定理 XIV 之 
”上 的 , 工 与 定理 贡 的 证 明 相 仿 。 在 定理 VIII 中 , 以 “Cp 八 q) ”代替 “p” 
并 将 由 此 得 来 的 著 丽 式 的 后 件 与 定理 XIV 的 前 件 相 上 比较。 
”定理 XVI. [(~PDVC~DIIE~GBAND] 

提示 ， 在 公理 VII 中 进行 代入 ， .使 得 由 此 得 来 的 获 画 式 的 前 
件 成 为 定理 XV。 

定理 XVI. (~p) OL~(pAg)J 

， 提 示 。 这 一 证 明 是 与 定理 开 的 证 明 相 和 仿 的 。 在 定理 XIII 中 

以 “(~p)” 代 远 “p” ,以 “(~g)”" 代 亚 “q”; 并 将 由 此 得 来 的 证 名 与 定 
理 XVI 相 比 较 ， 

定理 XVIHI. (pA 人 No pp 

提示 : 由 公理 VI 及 定理 XVII 中 推出 性 定理 。 

注意 这 一 习题 和 前 一 习题 中 的 公理 和 定理 那些 是 我 全 在 第 
章 中 已 丢 热 悉 的 ,并 回忆 它们 的 名 称 。 z 

*15. 按照 前 一 习题 中 输出 的 定义 规则 , 陈述 符号 “和 人 ”的 定义 
(参看 习题 12), 在 定义 者 之 中 必须 出 现 两 个 常 项 : “~” 与 “ 八 ”， 

*16. @Q 利用 其 值 麦 的 方法 证 明 习 题 13 与 地 中 所 有 的 公理 
与 定义 .以 及 习题 15 中 提出 的 定义 都 是 贯 的 语句。 就 由 此 作出 下 
列 的 千 获 ， 即 所 有 应 用 代 大 规划 与 分 部 规则 由 上 壕 的 公理 与 定义 
推出 的 定理 在 用 其 值 表 方法 加 以 检 县 时 都 被 发 现 为 芙 的 语句 。 

(也 可 以 证 明 , 蔬 名 演算 中 每 一 个 其 实 性 可 用 闫 值 才 方法 加 以 
证 笑 的 藤 旬 或 者 是 公理 和 定义 中 的 一 条 ， 或 者 是 可 以 利用 我 个 的 
推理 规划 由 它们 推出 , 因此 , 在 习题 11, 13 和 14 中 所 计 葡 的 两 种 
“ 构造 语句 演算 的 方法 是 完全 等 值 的 ， 但 这 项 工作 要 困难 得 多。) 

*17. 习题 11, 13, 14 中 所 计 葵 的 构造 语句 演算 的 方法 之 中 有 
一 种 提供 了 这 一 演算 的 币 定 问题 (参看 $41) 的 解法 , 并且 使 我 们 


将 
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能 够 很 容易 襄 明 ， 归 应 句 演算 是 一 种 无 矛 后 的 演 凿 的 理 敬 。 这 个 方 
法 是 什么 ? 并 且 如 何 识 明 ? 
"18, 医 匀 演 算 中 有 下 列 的 定律 ， 
对 于 任意 的 pp 与 9g, 如果 pp 并 且 非 9 那么 q。 

斌 在 这 条 晃 辑 定律 的 基础 上 ,建立 下 列 的 方法 春 的 定律 ， 

如 果 一 个 以 语句 演算 为 前 提 的 演绎 的 理论 的 公理 系 康 是 蔬 盾 
的 ， 那 么 用 站 个 型 将 的 鹿 顶 陈 太 的 所 有 话 句 痢 可 以 由 站 个 季 训 中 
推出 来 。 

19. em 已 知 下 列 方法 区 的 定律 成立 z | 

如 果 一 个 演 深 的 吾 论 的 公理 系 兢 是 完 侍 的 ， 并 且 如 果 在 这 个 
系统 中 加 进 了 一 个 语句 ,这 个 语句 是 可 以 在 这 个 理论 中 陈述 出 来 ， 
但 不 能 加 以 证 明 的 ,那么 这 样 扩 训 了 的 公理 系 三 予 再 是 无 秘 盾 的 。 

为 什么 ? 
ao 扣 第 0ID 章 中 肝 上 扫 3 中 所 的 应 当 必 于 这 和 科学 
方法 芥 范 围 的 莘 项 挑 出 来 。 
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CVIT) 一 个 数学 理 葵 的 构造 , 数 的 次 序 的 定律 


$43， 构 造 中 的 理 询 的 基本 饲 项 ; 关于 数 
与 数 之 问 基本 关系 的 公理 


有 了 明 辑 和 方法 车 领域 的 一 些 知识 供 我 们 使 用 ， 我 们 现在 来 - 

著 手 建立 一 个 特殊 的 、 并 且 非 常 初等 的 数学 理喻 的 基础 。 对 于 我 

们 , 这 将 是 一 个 很 好 的 机 会 ， 求 较 好 地 消化 我 全 以 前 获得 的 知 吉 

甚至 略 赂 加 以 扩充 。 

我 们 将 着 手 的 理 鸣 构成 实数 算术 的 一 小 部 分 。 它 包括 关子 

与 数 之 问 小 于 和 大 于 两 个 基本 关系 的 主要 定理 ， 以 及 数 的 加 法 和 

碱 法 两 个 基本 运算 的 主要 定理 。 它 不 假定 还 辑 以 外 的 任何 东西 。 

在 这 个 理 草 中 , 我们 将 要 采取 的 基本 宙 项 如 下 
”实数 ， 
,是 小 于 ， 
是 大 于 ， 
和 。 

和 像 早先 一 样 ,我们 将 简单 地 悦 “ 数 "来 代 蔡 “实数 "。 井 且 以 “所 
有 的 数 构成 的 集合 "这 一 表达 式 来 代替 “ 数 " 这 一 词 项 作为 基本 鹿 
项 ,要 更 方便 一 些 。 为 简单 起 见 , 我 们 将 用 符号 “<N" 来 代替“ 所 有 的 
数 构成 的 集合 "这 一 表达 式 ;这样 ,要 表示 + 是 一 个 数 ,我 们 就 写 ， 

， TEN。 

另 一 方面 ， 我 们 可 以 规定 ， 我 们 的 再 葵 的 论 域 只 包括 实数 ， 而 且 变 
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项 “x”，,“y”，… 只 代表 数 的 名 字 ; 在 这 种 情形 下 , “实数 "这 :一 个 蛮 


页 在 才 示 我 们 的 理 胸 的 命题 时 ， 将 完全 可 以 省 去， 而 当 和 需要 的 内 | 


候 , 符号“:N” 可 以 代 之 以 “V”( 参 看 823)。 
“是 小 于 ”和 “是 大 于 ”这 两 个 表达 式 的 每 一 个 ， 将 要 当 作 只 
由 单个 的 字 租 成 的 实体 来 处 理 ，' 它 们 将 分 别 地 为 比较 简单 的 符号 
“< ”和 “> 所 代替, 我们 也 将 用 习 用 的 符号 “二 ”和 “中 ”来 代替 “不 
小 于 ”和 “不 大 于 ”。 此 外 , 我 们 将 使 用 习 用 的 符号 
eo ziy 
来 代替“ 数 (被 加 数 )z 与 y 之 和 "或 “z 与 y 相 加 的 粘 果 ?。 
于 是 ,符号 “N” 就 指 一 个 集合 , 符号 “< ”和 “>>” 指 两 个 二 项 关 
系 ,最 后 ,符号 “十 ” 指 一 个 二 项 运算 。 、 : z 
我 们 所 考 虐 的 理 葵 的 公理 可 以 分 成 两 类 ， 第 一 类 公理 表示 小 
于 和 大 于 两 种 关系 的 基本 性 质 , 至 于 第 二 类 公理 , 则 主要 是 关于 加 
法 的 基本 性 质 。 训 在 我 们 将 只 考虑 第 一 类 公理 ， 它 总 共 包 括 五 个 
命题 ，。 z . 
公理 1. 对 于 任何 数 zx 和 y (也 就 是 ,对 于 集合 N 的 任意 二 元 
素 ) 我 们 有 :z 一 》 或 者 Z<y 或 者 工 >y。 - 
公理 2. 如果 zy 那么 J 条。 
公理 38， 如果 zy 那么 ?站 
公理 4 和 如果 X<y 而 且 y<z, 那 么 Z<Cx。 
公理 5. 和 如果 Z>y 而 且 y>z 那么 工 >>z。 
“就 像 具 有 普 逼 性 质 的 、 陈 述 任意 数 z, y,… 有 如 此 这 般 一 种 
性 质 的 任何 算术 定理 一 样 ， 这 里 所 列举 的 公理 实在 应 该 以 这 样 的 
字句 如 “对 于 任何 数 zy,…” 或 者 “对 于 集合 N 的 任何 元 素 二 
y,…” 或 更 简单 地 ,“ 对 于 任何 z，y% …”( 如 果 我 们 同意 这 里 的 
变 项 “zx”，“y”，… 只 指数 ) 开始 ， 但 是 因为 我 们 要 遵从 $3 所 时 者 


TE! FE “a : 
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的 用 法 ， 我们 常常 聊 去 这 样 的 短 散 ,而 只 是 在 我 们 的 心中 加 上 它 
这 一 点 不 仅 适用 于 公理 ， 也 适用 于 在 我 们 的 时 区 过 程 中 将 要 出 现 
的 定理 和 定义 。 例 如 , 公理 2 的 意思 是 ， 
对 于 任何 ZX 与 > 《或 者 对 于 集合 N 的 任何 元 素 z 与 y )， 邵 困 
X<y, 那 么 yy 十。 : 
z 我 们 将 称 公理 1 为 弱 三 = 分 律 (以 后 我 们 将 熟悉 强 三 分 律 ) 公 
理 2 一 5 表示 关系 小 于 和 大 于 是 不 对 称 的 和 传递 的 (参看 829); 因 
、 而 它 全 被 称 作 关系 小 于 和 大 于 的 不 对 称 律 和 传递 定律 。 第 一 类 公 
理 以 及 从 它们 推出 来 的 定理 被 称 为 数 的 次 庄 定 律 。 / 
关 采 < 和 > 以 及 叶 辑 上 的 同一 关系 一 ， 在 这 里 将 被 称 作 数 之 
网 的 基本 关 采 。 


$844， 基 本 关 条 的 不 自 反 律 ; 问 接 让 明 


”我 们 的 下 一 步 工作 是 从 我 们 所 采取 的 公理 推演 出 一 些 定理 。 
因为 我 们 的 目的 不 在 系 航 的 介 冶 ， 本 章 和 下 章 将 只 陈述 这 样 一 些 
”定理 ， 它 们 足以 说 明 脖 辑 狐 城 和 方法 花 倾 域 的 某 些 基本 概念 和 
”事实 。 | : 

定理 1. 没有 一 个 数 小 于 字 自 己 ;: XZ 字 zx。 

证 明 , 假 定 我 们 的 定理 是 假 的 .那么 必定 有 一 个 数 z, 适合 公式 ， 
QD) ZX<r z : 
现在 公理 2 涉及 的 是 任意 的 数 x 和 y (两 者 不 必 不 同 ), 因此 ,如果 
在 “y” 的 位 总 我 们 写作 变 项 “zx”, 公理 仍然 正确 ;于 是 我 们 得 到 ， 
(2) 如 果 XTX 之 X, 疗 么 工 二 XT。 : 

但 是 从 (1 和 和 (227 立即 推出 
， 工 二 2 
然而 , 这 个 推 茶 显 然 与 公式 (1) 矛 后 。 所 以 ,我 们 必须 否定 原来 的 候 
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定 , 着 且 承 认定 理 已 痉 证 明 。 

”现在 我 们 来 表明 , 如何 把 这 个 论证 变 为 一 个 完全 的 证 明 ， 为 清 
楚 起 见 , 我 们 使 用 园 辑 符号 (参看 $13 和 815 )。 为 了 变 成 完全 的 
证 明 .我 们 借助 于 证 名 演算 中 所 请 的 归 诅 律 。 


(I) [pC~p)J >C~p)® 
我 们 再 用 符号 化 的 公理 2 
《ID (CCz<J 一 [一 GO<ZDD] 


我 们 的 证 明 完全 建立 和 应 名 CT) 和 (CID 之 上 。 首 先 , 我 个 应 用 代 太 
规划 于 CI), 将 其中 的 “p" 全 都 代 换 以 “(zx<z)”， 


GD 。  ({Gz<a 一 [一 (z<Z 和 一 [一 (cz<z)] 
其 次 , 我们 应 用 代入 规则 于 (1), 将 其 中 的 “y* 代 换 以 “Zz”， 
(IV) (zx) I ~ 


最 后 , 我 全 注意 ,语句 CIV) 是 条 件 话 名 (IID 的 假说 , 因此 可 以 应 用 
分 高 规则 , 这样 我 们 就 得 到 公 式 : 
CV) ~(7X<Z), 
这 昧 是 所 要 证 明 的 定理 的 符号 形式 。 

定理 1 是 所 谓 的 阅 搂 证 明 , 也 称 为 归 误 证 明 的 一 个 例子 ,这 种 
”证 明 的 畦 点 可 以 一 般 地 描述 如 下 ; 下 证 明 一 个 定理 , 我们 先 假定 这 
个 定理 是 假 的 ,然后 从 这 个 假定 推演 出 一 些 糙 论 ; 它 俩 追 使 我 们 否 
定 原 先 的 假定 。 在 数学 中 , 阅 接 证 明 非常 普 温 。 不 过 , 它们 并 不 完 
妈 属 于 定理 1 的 证 明 的 那 种 模式 ; 相反 地 , 定理 1 的 证 明代 表 同 接 
证 明 的 一 种 比较 少见 的 形式 ， 下 面 我 们 将 要 遇见 间接 证 明 的 比较 


中 这 个 定律 ,以 及 与 之 具有 辐 各 的 、 相关 的 定律 : 
[C~p)—p1 op, 
， 在 避 性 和 数学 的 许多 复杂 的 、 和 历史 上 重要 的 葵 证 中 ， 营 径 应 用 过 。 意大利 的 家 
| 数学 家 代 拉 第 (G. Vailati，1863 一 1909) 有 一 篇 专 葵 ,专门 茂 述 它 的 历史 。 


AN 
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”典型 的 例子 。 | 

我 个 所 采取 的 公理 系 闵 ， 对 于 “<<* 和 “> 两 个 符号 而 半 削 , 是 完 
全 对 称 的 。 因 此 , 对 于 每 个 关于 小 于 关系 的 定理 , 我 个 机 械 地 得 到 
相应 的 、 关 于 大 于 关系 的 定理 , 证 明 完全 类 位 ， 因而 第 二 定理 的 证 
明 全 部 可 以 省 略 。 相 应 于 定理 工 我 们 有 : 

”定理 23. 当 有 一 个 数 大 于 空 自己 : 了 

\ 至 于 同一 关 采 二 , 如 我 们 从 录 辑 中 知道 的 , 是 自 反 的 , 定理 1 

和 2 表明 , 数 之 问 的 另外 两 种 基本 关系 ,< 和 >， 是 不 自 反 的 ; 因 
之 ,这 些 定理 被 称 为 (关系 小 于 和 大 于 的 ) 不 自 反 律 ， 


845， 莽 本 关 采 的 其 它 定理 


下 一 步 我 个 将 证 明 以 下 定理 ， 
“定理 3。 z>>y% 当 且 仅 当 ,y<z。 
证 明 ， 我 们 必须 证 明 , 公式 ， 
XxX>y 与 y<X 
等 价 ， 也 就 是 说 ,证 明 ， 第 一 公式 藉 而 第 一 公式 ; 而 且 反 之 亦 然 ( 参 
看 810)。 


苔 先 ,假定 . 
(1) yz, 
依据 公理 1， 在 以 下 三 种 情形 中 ， 我 们 必定 至少 有 -种 ， 
(2) ”z=y，ZX<y 或 >y 


如 果 我 们 有 z=y, 由 于 同一 理论 的 基本 定律 , 即 荣 布 尼 兹 定律 ( 参 

看 817 ), 我 们 可 以 以 “y” 代 换 公 式 (1) 中 的 变 项 “xz” 得 到 的 公式 
. | yy 

与 定理 1 矛盾 , 因此 我 个 有 : 

(3) Zey, 


- 上 
i eh TR 和 PH 及 ， 二 而: 生 - 玫 表 i 和 5 ， 丰 各 到 和民 和 刘 为 话 站 人 
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但 是 我 个 又 有 : 
(4) 本 
因为 根据 公理 2, 公式 
X<y 与 y<C2 
下 能 同时 成 立 。 由 于 (2), (8) 和 (4), 我们 发 现 , 必须 应 用 第 三 种 情 
形 ， ; 
(5) XY 
这 样 ， 我 们 已 元 证 明 , 公式 (5) 为 公式 (1) 所 牙 机 ， 反 过 来 ， 相反 
方向 的 区 画 式 可 以 用 类 似 的 方法 建立 ， 因此 ,两 个 公式 芙 正 等 价 ， 
d. e. d.D 
使 用 关系 演算 (参看 $28) 的 术 话 ， 我 们 可 以 说 ， 村 照 十 理 3, 关 
系 < 和 > 其 中 的 一 个 是 另 一 个 的 通关 系 。 
，。 定理 生 “ 各 果 zsfy 那么 之 y 或 者 <Ca。 


证 明 。 因 为 : 
sy 
据 公 理 1, 我 们 有 ， 
ZX<y 或 者 ZT>y3 
据 定理 3, 以 上 公式 中 的 第 二 式 苯 画 ， 
y< zx。 
因此 我 们 有 ， z 
Z<y 或 者 y<<z。 q.e.d. 


与 此 类 似 , 我 他 能够 证 明 ， : ， 
定理 5。 如 果 zs 风 那么 >y 或 者 yz。 
据 定理 4 和 5， 关系 < 和 一 是 连通 的 ， 因 之 ， 这 些 定理 被 称 为 


“@ “qu e. d.” 是 “quod erat demonstrandum”-— __ 洛 的 通常 简写 ， 意思 是 “这 就 
是 所 要 证 的 ”。 
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(关系 小 于 和 大 于 的 )》 连通 性 定律 。 公 理 2 一 5 以 及 定理 4 和 5 一 
起 表明 , 数 的 集合 N 为 关系 过 和 > 两 者 中 的 一 个 排 成 一 定 次 序 。 
: 定理 6. 任何 数 工 和 yy 满足, 且 只 满足 X=y， XT<Y 和 >y 三 
个 公式 中 的 一 一 个 。 
证 明 。 由 公理 1 推出 ， 记 衣 的 三 个 公式 至少 有 -个 必须 被 江 
足 。 为 了 证 明 公 式 : 
X=y 与 Ty 


互相 排斥 。 我 们 就 像 在 定理 3 的 证 明 中 那样 进行 ， 在 以 上 两 个 公 


式 的 第 二 个 公式 中 ,以 “y” 代 “x” 而 得 到 一 个 公式 与 定理 1 相 了 矛盾 。 
同样 地 可 以 证 明 , 公式 : 
X=y 与 XY 
互相 排斥 。 最 后 , 两 个 公式 ， 
xX<y 与 49 
”不 能 同时 成 立 , 因为, 否则 , 据 定理 3 我 们 将 有 : 
”ZX<y 与 y<z 
与 公理 2 矛盾 .因此 , 任何 数 x 和 y 只 满足 所 瑶 三 个 公式 中 的 一 个 
而 不 能 更 多 ，q,e. d. 
”我 们 将 称 定理 6 为 强 三 分 律 ， 或 者 简单 地 , 三 分 律 ; 按照 这 个 
”定律 , 在 任何 两 个 已 猴 的 数 之 问 , 三 种 基本 关系 之 一 , 并 且 只 有 其 
中 之 一 , 成 立 。 用 $7 中 所 提出 的 意义 下 的 成 语 “ 或 者 … 或 者 ”我 们 
可 以 比较 精确 地 将 定理 6 者 示 为 : | | 
对 于 任何 数 工 和 ,我 人 有 ; - 
或 者 X=y 或 者 ZX<Yy 或 者 工 >y。 : 


846， 数 之 问 的 其 它 关 邓 
基本 关系 以 外 ， 还 有 三 种 其 它 的 关系 在 算术 中 占据 重要 的 地 
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位 .其 中 之 一 是 我 们 已 邦 知 道 的 晃 辑 上 的 相 婴 关系 闪 ; 另外 两 种 是 


现在 将 要 讨 乔 的 过 和 交 关 :3 Sa 


符号 “和 ”的 意义 由 以 下 定义 说 明 ， 
定义 1， 我 们 就，zZSy 当 且 仅 当 .X=y 或 者 ZX 之 y。 
公式 ， 
| XEy 加 
” 芒 作 :“z 是 小 于 或 等 于 "或 者 <z 严 多 等 于 JP。 

虽然 以 上 定义 的 内 容 看 来 是 清楚 的 ， 克 询 表明 ， 在 活 际 应 用 ， 
中 ， 它 有 时 是 某 些 观 解 的 根源 。- 些 人 相信 他们 自己 十 分 清楚 地 
了 解 符号 “三 ”的 意义 , 然而 反对 将 它 应 用 于 确定 的 数 。 他 人 不公 
否认 这 种 公式 ,如 
10, 
认为 它 显然 错 避 一 一 这 的 确 是 如 此 一 一 ， 而 和 还 认为 这 样 一 此 人 
式 ,如 像 : 

0 态 0 或 0 三 1. 

是 没有 意义 的 ， 其 或 是 假 的， 因为 ， 他 们 主张 ; 狐 然 知道 0 二 0 和 
0<1, 那么 , 及 0 所 0 或 0 三 1 就 是 没有 意义 的 。 痪 甸 匡 设 ， 在 他 个 


”看 来 ,不 可 能 举 出 一 对 数 适合 公式 ， 


XEy, 
这 种 看 法 显然 错误 , 正 因 为 0<1 成 立 , 所 以 语句 
”0=1 或 0<1 

其 ， 因 为 两 个 语 名 的 析 取 式 必 定 是 其 的 ， 假 定 其 中 的 一 个 是 其 的 
(参看 87); 但 是 依照 定义 1 这 个 析 取 式 等 价 于 公式 ， 
”| z 01, 
由 于 完 双 类 似 的 理由 , 公式 ， 

0S0 
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也 买 。 
这 些 观 解 的 根源 大 概 在 于 日 常生 活 的 某 些 习惯 (* 这 一 点 在 87 
之 未 我 们 已 疲 提 博 注 意 ")。 在 日 常 语言 中 ， 只 有 当 我 们 知道 两 个 
语句 中 有 一 个 是 芙 的 ,但 不 知道 那 一 个 是 芙 的 时 , 地 习惯 于 断定 两 
个 语句 的 析 取 式 。 饶 然 我 个 能 够 作出 比较 简单 ， 同 时 在 晃 辑 上 更 ， 
强 的 断定 , 即 0<1, 我 们 就 不 会 说 ,0 一 1 或 0<1, 虽然 这 无 疑 是 轩 
的 。 然 而 , 在 数学 的 计 葵 中 , 在 最 强 的 可 能 形式 下 陈述 我 们 所 知道 
的 事情 , 并 不 常常 是 有 利 的 。 例 如, 有 时 我 们 对 一 个 四 角形 仅仅 断 
车 它 是 一 个 平行 四 边 形 , 虽然 我 们 知道 它 是 一 个 正方 形 , 所 以 这 样 
”做 , 因为 我 们 可 能 要 引用 一 个 关于 任意 的 平行 四 边 形 的 普 沉 定理 。 
为 了 同样 的 理由 ,可 能 有 这 样 的 情形 , 已 沟 知 道 一 个 数 2 (例如, 数 
0) 小 于 1， 我 们 仍然 可 以 只 现 Zz 三 1, 也 就 是 ， 
二 1 或 X 之 1。 

现在 我 们 将 陈述 两 个 关于 关系 扎 的 定理 。 

定理 7. xz 夺 y， 当 县 仅 当 z 中 y。 

证 明 。 这 个 守 理 是 定理 6 ， 革 三 分 律 的 一 个 直接 礁 事实 
上 ,如果 


(1) | .rey, 
关 而 , 据 定 义 1， . 
《27 Z 一 》 或 Z< yy 
”那么 公式 ， : 
Ty 


不 能 成 立 。 反 之 ,如果 
(7 | zy， 

我 们 必定 有 (2)， 因而 ， 再 据 定 义 1, 公式 (1) 必定 成 立 。 是 会 二 
(1 和 (8) 锋 价 ，q. e.d. 
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用 828 的 术语 ,定理 7 说, 关系 三 是 关系 > 的 否定 关系 。 
z 由 于 本 身 的 逢 构 ， 定理 Y 可 以 看 作 是 符 导 “ 扎 ? 的 定义 ; 它 与 这 
里 所 采取 的 定义 不 同 ， 但 与 之 等 价 。 这 个 定理 的 陈述 可 能 有 助 于 晤 
获 关 于 符号 " 扎 " 的 用 法 的 最 后 的 疑惑 因为 ， 没有 人 会 有 任何 狂 陪 
来 承 愉 这 样 一 些 公式 , 如 : 
0S0 和 0S1 : - 
为 固 ， 由 于 它 何等 价 于 公式 ， 
0<0 和 01。 , 
如 果 我 们 显 意 ， 我 们 完 允 可 以 避 旭 使 用 符号 万 ”， 因为 总 是 可 以 用 
“中 ?” 求 代替 它 。 
定理 8、Z<.y， 当 上 且 仅 当 Z 研 y 且 sy 


证 明 。 如 果 . 
(1) .| zy, 
那么 , 据 定义 1， 

(2) XEy, 


而 根据 三 分 律 , 公式: | 


X=Yy 
.不 能 成 立 。 反之 ,如 果 公 式 (2) 成 立 ， 那么 据 定义 1 我 们 得 到 |: 
(3) X<y 或 工 一 甸 
但 如 果 同 时 我 们 有 : 
ry, 


那么 我 们 必须 承认 , 析 取 式 (3) 的 前 一 部 分 , 即 , 公式 (1)， 因 之 ， 两 
个 方向 的 瓯 醒 式 成 立 , de.d. 

我 们 将 略 去 关于 关系 蕊 的 一 些 其 它 定理 ， 其 中 和 畦 别 包括 那些 
县 这 个 关系 是 自 反 和 传递 的 定理 这 些 定理 的 证 明 没 有 一 个 有 任 
何 困难 。 


。 
ee he : 
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- 逢 导 “ 兰 ?的 定义 完全 与 定义 1 类 似 ; 从 关于 关系 三 的 定理 ,我 
们 机 械 地 得 到 关于 关系 主 的 相应 的 定理 ,只 须 将 符号 “三 ”,“<” 和 
“>*” 全 部 代 之 以 符号 "三", “> 和 “< 
在 具有 形式 
TY . | | 
”的 公式 中 ， cz 和。 2 的 地 位 可 以 为 常 项 、 变 项 或 表示 数 的 复合 表达 
式 所 代替, 这 种 公式 通常 称 为 等 式 。 具 有 形式 
”z<y 或 > 
的 公式 则 称 为 不 等 式 (在 痰 义 的 意义 上 的 )， 在 广义 的 意义 上 的 不 
等 式 中 ， 除 以 上 形式 的 公式 外 ,还 有 上 形式 
“zy,， Xx 三 y 或 X=y 
的 公式 ， 在 这 些 公式 中 ,符号 "一"，“<” 笔 的 左边 和 右边 出 现 的 骨 
达 式 称 为 等 式 的 或 不 等 式 的 左 方 和 有 方 。 : 


1. 考虑 人 他 中 圈 的 两 种 关系 。 身材 较 小 和 身材 过 大 。 一 -个 任 
意 的 人 的 集合 必须 满足 什么 条 件 ,` 才 使 得 这 个 集合 与 上 面 两 种 关 
系 构成 第 一 类 公理 的 一 个 模型 (参看 837)? “”。 

9. 全 公式 

TOy . | 
表示 数 + 和 y 满足 下 列 条 件 之 一 : (i) 数 > 的 萎 对 值 小 于 数 y 的 和 
对 值 ， 或 (ii 如 果 工 和 y 的 移 对 值 相等 ， 那么 工 是 贷 的 面 ? 是 正 
的 。 此 外 , 全 公式 1 
四 TOy 
与 公式 ， z 
yO 
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具 相同 的 意义 。 | 
在 算术 的 基础 上 证 明 ， 所 有 的 数 构成 的 集合 以 及 刚才 定义 的 
关系 @ 和 加 构成 第 一 类 公理 的 一 个 模型 。 
在 算术 和 儿 何 的 范围 内 , 焰 出 这 些 公理 的 解释 的 其 它 例子 。 
3. 从 定理 1 推演 以 下 定理 ; : 
: 如 果 TX<y, 那么 了 sy。 
反之 ,不 用 任何 其 它 的 算术 命题 , 从 上 述 定 理 推演 定理 1。 这 两 个 
推 请 是 否 癌 接 的 , 它们 是 否 属于 $44 定理 1 的 证 明 的 模式 ? 
4 推广 $44 定理 工 的 证 明 ， 因 而 建立 下 列 关系 理论 的 一 般 证 
律 (参看 837 的 注 7: 
在 类 玉 中 每 一 个 巴 对 称 的 关系 尺 在 该 类 中 也 是 承 自 反 的 。 
”本 证 明 ; 如果 取 定 理 1 作为 一 个 新 的 公理 , 旧 的 公理 2 可 以 作 
为 定理 从 这 个 公理 和 公理 4 推演 出 来 。 
作为 这 个 瞪 证 的 推广 ,证明 以 下 关系 理 葡 的 一 般 定律 . 
在 类 下 中 不 自 反 和 伟 哟 的 关系 RR 在 该 类 中 也 是 大 对 称 的 。 
*6. 在 844 的 末尾 我 们 甬 名 斌 图 解释 , 何以 定理 2 的 证 明 可 以 . 
省 略 。 这 些 膏 明 是 第 (W) 章 的 某 些 一 般 计 芥 的 应 用 。 请 详 池 天 各 
这 一 点 , 特别 请 指明 和 这 一 点 有 关 的 那些 时 论 。 : 
7. 从 第 一 类 公理 推演 下 列 定 理 : 
(a) 工 一 几 当 且 仅 当 ,z 直 ?y 而 和 且 y 宁 zy 
(b) 如 果 z<y 绪 和 cz 或 zcCy。 
8. 从 公理 4 和 定义 1 推演 下 列 定理 ， 
(a) 和 如果 xz<Cy 而 且 3 到 2 那么 T<o 
(by 如 杂工 么 y 而 且 y<z, 那 和 I< 
《c) 如 时 YES ?<z 和 而且 z 人 St, 那 妈 Tt 
9. 证 明基 系 扎 和 兰 是 自 反 的 、 传 递 的 和 连通 的 。 这 些 关 系 是 
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对 称 的 还 是 不 对 称 的 ? 

10. 证 明 ; 在 任何 两 个 数 之 辣 ， 以 下 大 利信 从 有 三 种 成 

二 , 个 ,这 ,不 , 主 和 和 兰 

11. 上 题 所 列举 的 关系 的 任何 一 种 的 这 关系 和 本 沦 关 洒 ,是 
在 大 称 关 系 之 中 。 请 群 和 组 证 明 这 一 点 。 

*12. 第 10 题 给 出 的 大 种 关系 中 ， 嘟 丙种 之 问 存 竹 着 包 合 关 
条? 在 这 些 种 关系 中 ,任何 一 对 的 和 、 积 及 相对 积 是 什么 ? 

提示 ， 回 忆 828 中 所 解释 的 名 甫 。 不 要 忘 了 时 芥 两 个 相同 的 
关系 所 和 组成 的 对 子 ， 并 且 记 住 相对 积 与 因子 的 次 序 有 关 ( 参 看 第 V 
章 练习 5 )。36 对 关系 都 应 该 加 以 考察 。 z 


CVID 一 个 数学 理论 的 构 选 造 : 
加 法 和 减法 的 定律 


847， 关 于 加 法 的 公理 ;运算 的 一 般 
性 质 , 群 和 交换 群 的 构 仿 


现在 我 们 转向 第 二 类 公理 , 它 由 以 下 六 个 语句 所 组 成 : 

公理 6. 对 于 任何 数 y 和 >z ,有 一 个 数 x, 使 得 =y 士 为 焕 慎 
之 :如 果 ?<cN, 而 且 zkKN, 那 么 9 十 zEN。 

公理 7。 克 十 y 一 y 十 亏 ， 

公理 8. X 十 (y+z) 二 (ZX ty) +z。 

公理 9。 对 于 任何 数 江 和 和 y, 有 一 个 数 z; 使 得 工 二 y 十 z。 

公理 10。 如 果 y< 2z 那么 工 上 yz 十 Zz。。 

公理 11， 如 果 y>z, 那么 堪 十 > 十 zx 

此 肇 让 我 们 集中 注意 于 这 第 二 类 的 头 四 个 语句 , 即 ， 公 理 6 一 
9， 它们 办 加 法 运算 规定 一 些 箭 单 的 性 质 ， 在 加 辑 和 数学 的 一 - 些 部 
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分 中 ， 时 论 其 它 运 算 时 ， 也 常常 会 遇 到 这 些 性 质 . 、 

一 些 特 殊 的 名 蛮 已 狂 引 用 来 指示 这 些 性 质 。 我 们 就 运算 O 在 
类 下 中 是 可 行 的 , 或 类 尺 在 运算 0 之 下 是 时 的 ,如 果 施 运算 O 于 类 
K 的 任何 二 个 元 素 , 结果 还 是 得 到 类 KK 的 一 个 元 素 ; 换 句 话说 , 如 

果 对 于 类 的 任何 二 个 元 素 y 与 z, 有 一 个 类 天 的 元 素 z 使 得 

X=yOz, 
运算 人 称 为 在 类 民 中 是 交换 的 ， 如 果 施 这 种 运算 于 类 天 的 元 素 ， 
所 得 的 糙 果 与 这 些 元 素 的 次 序 无 关 , 或 者 , 换 句 话说 , 如 果 对 于 这 
一 类 的 任何 两 个 元 素 < 与 我 们 有 ， 
z XOy=yOxX, 
“运算 O 在 类 天 中 是 精 合 的 ， 如 果 运 算 的 车 果 与 元 素 千 合 在 -起 的 
方式 无 关 , 或 者 ， 更 精确 地 设 如 果 这 一 类 的 任何 三 个 元 素 x,y 与 
z 满足 条 件 ; . 
z : TO(yO%)=(xOy) Oz。 : 
运算 O 称 为 在 类 玉 中 是 右 可 反 的 或 考 左 可 反 的 , 如 果 , 对 于 类 开 的 
任何 两 个 元 素 与 永远 有 这 一 -类 的 一 个 元 素 = 使 得 
X 一 Oz 或 X= 二 zOy z 
分 别 成 立 。 一 个 运算 0 朗 是 右 可 反 的 , 叉 是 左 可 反 的 ， 简单 地 就 称 
为 在 类 中 可 反 的 。 立 列 可 以 得 出 , 一 个 右 可 反 的 或 左 可 反 的 交换 
运算 ， 必定 是 可 反 的 。 现在 ,我 们 襄 , 一 个 类 及 对 于 运算 O 是 一 个 群 ， 
如 果 这 个 运算 在 天 中 是 可 行 的 ， 精 合 的 和 可 反 的 ; 如 果 ， 此 外 ， 运算 
0 还 是 交换 的 部 么 类 称 为 是 对 于 运算 0 的 一 个 交换 群 或 朵 只 
尔 群 。 群 的 构 念 以 及 交换 群 的 构 念 构成 一 个 特殊 的 数学 学 科 的 对 
和 依 ,这 个 学 科 就 称 为 群 论 ， 群 琵 在 第 Y 章 已 元 提 到 。.@ 


@ 群 的 概念 为 壬 国 数学 家 人 徊 风华 (E. Galois, 1811 一 一 1889) 引 | 进 数 学 中 ， “ 阿 具 尔 
群 * 这 个 词 是 选 求 和 纪念 挪威 数学 家 阿 贝 尔 (N._H. Abel, 1802 一 1899) 的 , 他 的 研究 对 于 


放生 
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假定 类 尺 是 双 类 (或 者 是 所 讨论 的 理 葵 的 论 域 一 一 参看 823)， 
当 我 们 使 用 “可 行 的 ”,“ 交 换 的 ”等 语词 时 ， 我 们 通常 不 提 到 这 个 
. 按照 上 面 引 人 的 术 击 ， 公理 6 一 9 分 别 被 称 为 可 行 性 定律 、 交 
换 律 , 烙 合 律 和 加 法 运算 的 右 可 反 性 定律 ; 这 些 公 理 一 起 说 明 , 所 
有 的 数 构 成 的 集合 是 一 个 对 于 加 法 而 于 的 交换 本 


$48. 对 于 较 多 的 被 加 数 的 交换 律 和 辕 合 律 
.公理 7, 即 交换 律 ,和 公理 8， 即 和 结合 律 ， 在 这 里 所 陈述 的 形式 
中 ， 分 别 地 涉及 两 个 和 三 个 数 , 但 是 有 无 穹 多 个 涉及 多 于 两 个 或 三 
个 数 的 其 它 的 交换 律 和 结合 律 , 们 例如 , 公式 : 
X+ +z)=y+ (z+x) 
是 对 于 三 个 被 加 数 的 交换 律 的 一 个 例子 ， 而 公式 . 
T+[yt+ z+) =[Cr+y) +21+e 
是 对 于 四 个 被 加 数 的 烙 合 律 的 一 个 例子 。 此 外 ，' 还 有 一 些 具 混合 
性 质 的 定理 , 一 般 地 说 , 这 些 定理 断定 ， 外 加 数 在 次 序 和 和 车 合 方 面 
的 任何 一 种 变化 , 对 于 加 潜 的 结果 不 生 影响 ， 我 们 陈述 下 面 的 定理 
作为 一 个 例子 : 
定理 9. XY 二 二 (X+2) 十 y。 
证 明 。 淘 过 适当 的 代 人 , 由 公理 7 和 8 我 们 得 到 
(1)》 - 2 十 3 一 y 十 2 
(2) 十 (z 十 让 一 《十 2 十 9 
按照 菜 布 尼 花 定律 , 由 于 (1)， 我 们 可 以 用 “y 十 2” 代 (2) 中 的 “十 y”， 
结果 是 所 要 的 公式 ， : 
TX+(yt2z)= (r+) 十 人 


高 等 代数 的 发 展 有 互 大 的 影响 ， 群 概念 对 于 数学 的 深远 的 重要 性 ， 特 别 是 自从 另 -一 位 
挪威 数学 家 李 (S. Lie, 1842 一 1899) 的 工作 以 来 ,已 径 为 大 家 所 认 诉 。 
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用 同样 的 方法 , 我 们 能 馆 从 公理 和 8 , 可 能 还 有 公理 6 ; 办 
演出 关于 任意 多 个 被 加 数 的 所 有 的 交换 律 和 千 合 律 。 这 些 定理 在 
代数 表达 式 的 变换 中 实际 上 是 常常 用 到 的 。 所 刘表 示 一 个 数 的 表 
达 式 的 变换 , 就 像 通 常 一 样 , 指 这 样 一 种 变换 , 通过 这 各 变换 ,得 到 
一 个 表示 相同 的 数 的 表达 式 ， 这 个 玫 达 式 因 之 可 以 同 原来 的 表达 
式 用 等 号 联结 起 来 ;最 常 受到 这 种 变换 的 表达 式 是 那些 含有 变 项 ， 
因而 是 指示 本 项 的 表达 式 。 在 交换 律 和 类 合 律 的 基础 上 ， 我 们 能 
够 变换 任何 具有 这 种 形式 ， 
. T+@+z), r+[Ly+ (z+ 
的 到达 式 , 也 就 是 , 为 加 号 和 括号 所 分 开 的 数值 常 项 和 变 项 所 组 成 
的 表达 式 ; 在 任何 这 样 的 表达 式 中 ,我 们 可 以 任意 地 调换 数值 符号 
和 括号 (只 须 假定 所 得 的 表达 式 不 会 因 括 号 的 易 位 而 变 戊 没有 意 
义 )。 


中 9， 加 法 的 单 罐 定律 以 及 它们 的 邀 定律 

我 们 吏 在 将 要 对 认 的 公理 10 和 11 是 所 儿 的 对 于 关系 小 于 和 

大 了 的 加 法 的 单调 定律 更 一 般 地 , 我 们 说 , 一 项 运算 O 在 类 到 中 

对 于 二 项 关系 尺 是 单调 的 , 如果, 对 于 类 及 中 任何 元 zy, z, 公式 ， 
ee 和 

”省 画 i 

OWRCE OND, : 

后 一 公式 是 花 ， 施 运算 OQ 于 xz 和 y 所 得 的 糊 果 对 于 施 运算 O 于 zx 

和 z 所 得 的 糙 果 有 关 到 及 。 (在 非 交 换 的 运算 的 情形 下 ,严格 地 毅 ， 
我 们 应 读 区 分 右 单 调和 左 单调 , 刚才 定义 的 称 为 右 单调 。) 

加 法 运算 不 仅 对 于 关系 小 于 和 大 于 是 单调 的 一 一 这 是 公理 10 

和 11 的 一 个 推荐 一 一 ,并且 对 于 $46 中 所 计 花 的 数 之 阅 的 其 它 关 
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系 也 是 前 的 .这 里 我 们 将 只 对 同 -关系 证 明 这 一 点 ; 
定理 10, 如 票 9 一 2 那么 了 十 3 一 Zoo 
证 明 。 和 z 十 y 的 存在 为 公理 6 所 保证 ， 它 等 于 它 和 身 (根据 
.81 的 定律 ID: : 
> 志士 9 一 工 十 了 
由 于 本 定理 的 假 训 等 式 右边 的 变 项 “y 可 以 用 变 项 “z "来 代 换 , 于 
古 我 们 得 到 所 要 的 公式 ， 
十 二 并 十 2 
定理 10 的 逆 定 理 也 是 其 的 : 
定理 11。 如果 z 了 yy 一 2 十 z, 那么 9 一 2 
在 这 里 我们 将 指出 这 个 定理 的 两 个 证 明 的 大 和 致 步 又 。 建立 在 
三 分 律 和 公理 6,10 与 11 之 上 的 第 一 个 证 明 扰 比较 简单 的 ,不 过 ， 
为 了 我 们 后 面 的 目的 ,我 们 需要 另 一 个 证 明 , 这 个 证 明 比 较 起 来 相 
当 复 杂 , 但 是 除 公理 7 一 9 外 , 不 利用 任何 东西 。 J 
第 一 全 证明。 假定 求证 的 定理 是 假 的 ， 那么 一定 有 数 工 ,y 和 zz， 


使 得 . 
(1) 、 T+y 一 TX 十 %， 
而 县 

CD yz 


因为 z+y 和 zz 是 数 (按照 公理 6 根据 三 分 律 ， 它们 只 能 注 中 
以 下 公式 中 的 一 个 ， 

交 十 9 一 并 十 2， Xi+Yy<r+z 及 ziy Lt 
因为 根据 (1), 第 一 式 成 立 , 其 它 两 式 自 动 被 消去 。 因此 我 们 有 ， 
(3) 区 十 十 TX 十 z 及 T+y 中 工 十 z。 

另 一 方面 ,再 一 次 应 用 三 分 律 ， 我 们 可 以 从 不 等 式 (2) 推 章 册 
: y<z. 或 y>z。 


7 in .ran 一 
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因此 , 根据 公理 10 和 11， 四 
(4) 元 十 ycCLZ 十 2 和 ZX+Yy>TI+Z, 
(4) 与 (3) 显 然 矛 盾 。 假定 于 是 被 推翻 , 而 定理 应 该 认为 已 构 证 明 。 

* 第 二 个 证 明 。 应 用 公理 9, 但 以 “y” 和 “ww” 分 别 代 换 “zx” 和 “z”， 
我 们 推出 有 一 个 数 满足 公式 : 


y=y+w 

因为 ,根据 公理 7， my 

: | 3 十 2 一 2 十 yy 

由 于 同一 关系 的 传递 性 (参看 817 定律 上 ?我们 有 : 
(1) : y 一 & 十 3。 


更 在 再 一 灵 应 用 公理 9， 但 以 “zx?”" 和 “o? 分 别 代 换 “xz 和 “z25 于 是 我 
们 得 到 一 个 数 v 满足 等 式 : 
(2) 之 二 小 十。 
由 于 (1), 这 里 我 们 可 以 用 表达 式 呈 +y" 代 换 变 项 %y”， 
Z= (Ui+y) +v. 
此 外 ， 模 据 精 合 律 , 即 公 至 8， 我 们 有 : 
& 十 (y+D) = (w+y) +v, 
因此 , 应 用 $17 的 定律 V， 我 们 得 到 : 
之 一 w+ (9 十 办 。 
由 于 (2)， 这 里 我 何 可 以 用 ex “ 代 换 “3 十 2 用 荣 布 尼克 定律 )， 于 是 
我 们 最 后 得 到 ， 


(3) z=W 二 之 。 
第 三 次 应 用 公理 9， 这 一 次 以 “w”，“zx?” 和 “tw "分 别 代 换 " ”, ?和 和 
“z”, 我 们 得 到 一 个 数 妈 ;, 对 于 mw， 

8 一代 十 z 


成 立 ,而 因 , 


i 
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。 十 芭 一 节 十 7 
”我 们 有 : 
(4) WU=wW 十 T。 
利用 (4) 我 位 从 (1D 得 到 以 下 公式 ， : 
y= (w+r) + yy 
得 因 根 据 烙 合 律 ,我 们 有 : 
wi (Trt+y)= (wiz) +y, 
这 个 公式 变 为 ; : 
(5) 9 一 =w+ (r+»), 
”由 于 本 定理 的 假 谤 ， 我 们 可 以 用 “十” 代 换 (6) 中 的 “zy ', 这 就 
“导致 
(6) 、 y=w+ (r+2)。 
再 一 区 应 用 结合 和 我 们 有 : 
， w+ (T+2) = (w+ 7) +2, 、 
`、 因此 (6) 变 为 ; / 


- | y= (tw +r) 十 Z。 . 
由 于 (4), 这 里 我 们 可 以 用 “zw" 代 换 “z 十 z"”。 这 样 我 们 得 到 ， 
(7) z 3 一 4 十 zz 
但 是 从 等 式 (7) 和 (C3) 推出 四 
| y 二 之 。 d. e. d.* 
这 里 可 以 插入 关于 定理 11 的 第 一 个 证 角 的 几 点 说 明 。 像 定 - 
理 1 的 证 明 一 样 ,定理 11 的 第 一 个 证 明 构成 问 接 推荐 的 一 个 例子 ， 
这 个 证 明 的 坦 廓 可 以 描述 如 下 。 为 了 证 明 某 一 个 请 旬 , 譬如 说 “p”， 
我 们 假设 这 个 语句 是 假 的 ， 也 就 是 ,- 我们 假定 语句 “ 非 p”?, 从 这 个 . 
假定 推演 出 一 个 烙 苍 “go”; 也 就 是 说 , 我 们 证 明 苍 画 式 ， 
如 果 非 包 那 么 9 : 
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(在 所 讨论 的 情形 中 , 结 葵 “ y 是 在 证 明 中 出现 的 条 件 (9) 和 (4 的 - 
合 取 )。 不 过 , 另 一 方面 , 我 个 能 够 证 明 ( 或 考 根据 渤 辑 的 一 般 定律 ， 
就 像 在 所 庄 验 的 情形 中 那样 ， 或 者 根据 数学 学 科 中 先 已 证 明 的 某 
些 定理 ， 这 些 定理 的 全 部 苍 证 是 在 数学 学 科 中 作出 的 ) 所 得 的 灶 
论 是 月 的 ， 也 就 是 “ 非 g” 成 立 ;因而 我 们 被 迫 放 泰 原来 的 假定 , 而 
承认 莫 旬 “p” 是 里 的 。 如 果 这 个 涂 证 以 完整 的 形式 表示 出 来 , 一 
个 还 辑 定律 将 在 其 中 超 本 质 的 作用 ， 这 个 定律 是 我 们 从 814 知道 
的 逆反 定律 的 一 个 变形 , 这 个 定律 就 是 
从 : 如 果 非 六 那么 9; 推出 :如 果 非 g, 那么 p。 

这 里 所 讨论 的 下 明 稍 微 不 同 于 定理 1 的 证 明 。 在 定理 工 的 证 
明 中 , 从 定理 假 的 假定 , 我 们 推荐 出 定理 是 芙 的 , 也 就 是 , 我 们 推演 
” 开 一 个 与 假定 正 相 矛盾 的 烙 论 ;但 是 ， 在 所 讨论 的 证 明 中 , 我 们 从 
一 个 类 似 的 假定 推演 出 一 个 糙 论 ， 我 们 从 其 它 理 由 知道 这 个 灶 花 
是 假 的 。 不 坟 这 种 六 册 不 是 丰硕 的 ， 根据 还 辑 定律 , 可 以 很 容易 地 
” 洗 钙 ， 
到 上 面 大 致 描述 的 模式 中 。 

和 定理 10 一 样 ， 其 它 的 单 测定 拜 芭 ， 公理 10 和 1l, 也 有 适 
定律 ， 
定理 12. 如 果 ZX 十 y<X+z, 那么 y<z, 
定理 18、 如 果 Z 十 y 开 十 zx, 那 入 3 >2Z。 
这 些 定理 的 证 明 , 可 以 沿 着 定理 1 的 证 明 的 获 索 ,很 容易 地 得 





到 。 
8g50. 闭 语 句 末世 


有 -一个 一 般 的 还 辑 定律 ， 烙 秋 这 个 定律 可 以 天 大 简化 上 面 三 
个 定理 (11， 12 和 18) 的 征明 。 这 个 定律 有 时 称 为 闭 系 称 定 律 或 豪 ， 
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伯 定 律 @, 在 某 些 情形 下 ， 当 我 们 已 经 证 明 一 些 条 件 藩 句 时 ， 这 个 . 
定律 容许 我 们 从 这 些 语 名 的 形式 推荐 出 ， 相 应 的 逆 话 名 也 可 以 看 
作 已 淘 证 明 。 
候 定 答 了 我 个 一 些 著 画 式 ， 譬如 三 个 著 画 式 , 对 这 三 个 禾 画 式 
我 们 将 答 予 以 下 大 概 的 形式 ; 
如 时 Pi, 那么 01; 
如 果 加 ,那么 os 
如 果 pa, 那么 qa。 
这 三 个 语句 称 为 构成 一 个 闭 系 将， 如 果 它 个 的 前 件 穷 尽 了 所 有 可 
能 的 情形 , 也 就 是 , 如 果 
| Pi 或 pz 或 pa 
是 丑 的 ,并 且 如 果 同 时 它们 的 后 件 互相 排斥 。 / 
如 果 gb 那么 非 ga; 如 累 qi, 那么 非 gai 如果 gz, 那么 非 93。 
并 系 耕 定律 断定 ， 如 果 构 庶 一 个 明 条 儿 的 天 此 条件 汪 § 甸 是 鞭 的 , 那 
么 相应 的 递 语句 也 是 其 的 。 : 
一 个 阴 条 级 的 最 能 音 的 例子 是 两 个 请 们 的 条 圭 ， 这 个 条 入 包 
括 一 个 蓝 画 式 ， z 
加 过 pp, 那 么 9 
和 它 的 反 语 句 ， 
. 各 果 非 及 那么 非凡 加 
为 了 证 明 这 种 情形 下 的 两 个 逆 证 名, 其 至 不 上 借助 于 开 系 精 定 律 : 
应 用 逆反 定律 就 够 了 。 
定理 10 和 公理 10 与 11 构成 三 个 荆 句 的 一 个 于 系统 , 这 是 三 
分 律 的 一 个 推 花 ; 因为 在 任何 两 个 数 之 问 我 全 恰好 有 一 ,< 和 > 三 


也 ”信德 因数 学 家 紧 们 ( 芭 ，FE，Hauber， 1775 一 1851) 的 和 名字 而 命名 ， 


i 
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种 关系 中 的 一 一 种 , 我 们 知道 这 三 个 诗 甸 的 假设 , 即 , 公式 : 
y=z, y<Z, y>2, 
六 尽 所 有 可 能 的 情形 ,而 它们 的 千 驻 , 印 , 公式， 
T+ty=X+z, TX+Yy<T+2, Ty>r+Z 

互相 排斥 , (三 分 律 甚至 炒 丙 了 更 多 的 东西 , 即 , 头 三 个 语句 不 仅 益 
尽 所 有 可 能 的 情形 , 而 且 也 互相 排斥 , 后 三 个 公式 不 仅 互相 排斥 而 
且 也 穷尽 所 有 可 能 的 情形 ， 不 过 这 与 我 们 的 目的 无 关 。) 仅 仅 由 于 

三 个 命题 构成 一 个 并 系 攻 , 着 定理 11 一 13 必定 成 立 为 鞭 。 

: 在 初等 几何 中 可 以 找到 许多 阳 系 入 的 例子 ; 例如; 当 我 们 考察 
两 个 图 的 相对 位 置 时 , 我 们 必须 讨论 一 个 包括 五 个 语句 的 开采 入 。 

最 后 , 可 以 指出 , 任何 人 不 知道 并 系统 定律 , 但 是 试图 证 明 构 

成 一 个 这 种 系 就 的 命题 的 授 命 题 , 下 可 以 机 械 地 应 用 我 们 在 定理 11 
的 第 一 个 证 明 中 所 使 用 的 同样 的 推理 方式 。 


单调 定律 的 推 诊 ， 
定理 10 和 11 可 以 合成 一 个 语句 。 
y 一 2 当 且 仅 当 ,z 十 y 一 工 十 2。 

同样 可 以 把 公理 10 和 11 与 定理 12 和 13 联 和 车 起 来 ， 这 样 得 到 的 
定理 可 以 称 为 通过 加 法 的 等 式 和 不 等 式 的 等 价 变换 定律 ， 这 些 定 
理 的 内 容 有 时 被 描 述 如 下 :如 果 不 改变 等 号 或 不 等 号 , 而 以 同一 数 
加 于 一 个 等 式 或 不 等 式 的 两 边 ， 所 得 的 等 式 或 不 等 式 与 原来 的 等 
” 价 (自然 , 这 种 玫 示 是 不 十 分 正确 的 , 因为 一 个 等 式 或 不 等 式 的 两 
方 不 是 数 而 是 表达 式 , 不 可 能 加 任何 数 于 表达 式 上 ), 这 里 提 到 的 
定理 在 解 等 式 和 不 等 式 时 起 着 重要 的 作用 。 

我 们 将 从 半 宽 定理 推演 出 另 一 个 结论 : 

定理 14， 如 果 4 yt 那么 X<y 或 者 < 之 it。 
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证 明 . 假 设 这 个 定理 的 烙 花 是 假 的 ; 换 旬 话 襄 , x 饶 不 小 于 y， 
2 也 不 小 于 i。 根据 三 分 律 , 从 此 推出 以 下 两 个 公式 之 一 : 


ZX 二 yy 或 X>y 
以 及 以 下 两 个 公式 之 一 : / 

z 二 +t 或 zt 
必定 上 成立， 这 样 ,我 们 必须 计 葵 以 下 四 种 可 能 ， 
(1> | XTX 一 y 而且 z 一 加 
《2) X=y 而 且 zx > 加 
(3) | .ZX>y 而 且 2z 一 加 
(4) X>y 而 且 z>t. 


让 我 们 从 考虑 第 一 种 情形 开始 。 如 果 (1) 的 两 个 等 式 是 正确 的 , 根 
据 定理 10, 从 第 一 个 等 式 我 们 得 到 ， 
ZT 二 多 十 


而 本 根据 1, . | ” 


.ZX 十 z 二 xz 二 而 且 z+ y= y+ 之 
两 到 应 用 同一 关 系 的 传递 律 ， 我 们 可 以 推荐 出 ， 


(5) 区 十 宛 二 十 之。 
如 果 现 在 我 们 应 用 定理 10 于 (1) 的 两 个 等 式 的 第 二 个 我 们 得 到 ， 
(6) . . y 十 之 二 yf z 


| 让 个 公式 与 (0 起 可 得 ， 


DD . 十 之 二 十 
5, 10 和 11 一 一 , 剩 下 的 三 
种 情形 (2)， (3) 和 (a 的 任何 种 都 时政 不 等 式 : 
(8) ZX+z>y+t z 

因此 在 任何 情形 下 ， 公 式 (7) 或 (8) 中 的 一 个 必定 成 立 。 但 是 因 
为 x+ 和 y+t 是 数 (公理 6), 根 据 三 分 律 ,推出 公式 : 
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™ 


X+z<y+t 
不 能 成 立 。 

如 是 , 由 于 假定 糙 葛 是 假 的 , 我 们 得 到 一 个 与 定理 的 假设 直接 
矛盾 的 公式 。 因此 这 个 假定 要 推翻， 而 我 们 知道 千 隆 确实 是 从 假 
设 推出 来 的 。 / 
”刚才 处 理 的 获 证 算 在 阅 接 证 明之 列 ;除开 一 点 非 本 质 的 政变 ， 
它 可 以 归 到 $49 中 大 致 叙述 的 模式 中 , 这 个 模式 与 定理 11 的 第 一 - 
个 证 明 相 关 。 不 过 从 形式 上 考虑 , 这 个 葵 证 的 方法 稍微 不 同 于 定理 
1 和 11 的 证 明 所 遵从 的 方法 。 这 个 推 若 具 有 下 列 的 模式 , 为 了 证 
明 一 个 有 具有 藉 丁 式 形式 的 本 得 句 , 璧 如 膏 ,证 句 : 
: 如 采 思 ,那么 4， 

我 们 假定 这 个 普 名 的 精 花 , 即 “g” 是 假 的 (而 非 全 句 是 假 的 ); 从 这 
个 假定 , 也 就 是 , 从 “ 非 9”, 推荐 出 假设 是 假 的 , 也 就 是 “ 非 加 成 立 。 
换 句 话 识 ,不 去 证 明 求 证 的 语句 ,而 是 答 出 相应 的 逆反 语句， 

如 果 非 g， 那么 非 p 
的 一 个 证 明 , 并 且 从 此 推荐 出 原来 语句 的 正确 性 ,这 种 葡 证 的 根据 
在 语句 演算 的 一 个 定律 中 寻找 , 这 个 定律 是 说 ,逆反 语 旬 的 芙 常 é 
溃 闪 加 友 来 旬 的 鞭 ( 参 看 $14)。 
和 形式 的 的 在 所 有 的 攻 学 学 和 让 十分 兰 肖 ， 它 本 上 
接 正 明 最 普通 的 类 型 。 


852， 藉 法 的 定义 ; 反 运算 


我 们 的 下 一 步 工 作 是 表明 ， 碱 法 的 概念 能 够 引进 我 们 的 计 序 
中 来 。 有 了 这 个 目的 在 心中 ,我 们 将 首先 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 15. 对 于 任何 两 个 数 y? 和 z, 恰恰 有 一 个 数 z, 使 得 y= 
十 并。 入 


i 2 
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证 明 。 公 理 9 保证 至 少 有 一 个 数 < 适合 公式 
。 y=z+ZX。 
. 我 们 必须 证 明 这 样 的 数 不 多 于 一 个 换 攻 , 请 法 个 公式 的 人 
何 两 个 数 4 和 相等， 因此 , 兮 
.y= 二 =z+z 而 且 y= 之 十 V。 
这 个 公式 下 接 效 机 (根据 关 末 一 的 对 称 律 和 传递 律 )， 
之 十 人 二 之 士 也， 
根据 定理 11, 从 这 个 公式 我 们 得 到 ， 
’ UV z 
于 是 ， 恰恰 有 一 个 数 参看 820)， 对 于 这 个 z, z 
- y 二 之 十 壕 ， : q.e.d. - 
| 以 上 定理 说 到 的 唯一 的 数 z 用 以 下 符号 : yz 下 示 ; 像 通 营 


一 祥 ， 我们 把 它 茂 作 数 民 和 ?的 差 或 者 “从 数 y 减 去 数 z 的 结 . 


果 "。 差 这 一 概念 的 精确 定义 如 下 ; 
定义 2. 我们 府 , 工 二 y 一 Zz 当 且 仅 当 ,y 二 z 十 XZ。 : 
一 个 运算 了 称 为 运算 O 在 类 玉 中 的 右 反 运算 ， 如 果 这 两 个 运 
算 O 和 I 适合 下 列 条 件 : | 
对 于 闫 天 的 任何 元 素 ZT, y 和 2， 我 们 有 ，z 一 yTzi 当 上 县 仪 当 ， 
yy 一 2OT。 
类 似 概念 : 运算 O 的 左 反 运算 ， 可 以 依 同样 方法 定义 。 如 果 运 
算 O 在 类 天 中 是 交换 的 ， 它 的 两 个 反 运 算 一 一 右 的 和 左 的 一 相 
合 ,于 是 我 们 可 以 简单 地 襄 运 算 O 的 反 运 算 。 按 照 这 种 用 匡 , 定义 
2 表示 , 威 法 是 加 法 的 右 反 运算 (或 者 简单 地 襄 , 反 运 算 )。 


8535， 被 定义 者 包含 等 号 的 定义 
* 定 义 2 是 数学 中 非常 普通 的 一 种 定义 的 一 个 例证 。 这 种 定义 


如 
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, 粒 夫 示 羊 个 事物 的 符号 ， 或 者 共 表 示 在 一 些 事物 之 上 的 一 个 运算 
( 换 句 疾 说 ， 具 有 一 定数 目的 主 目的 画 项 ) 的 符号 规定 意义 。 在 每 
一 个 冬 样 的 定义 中 ,被 定义 者 具有 等 式 的 形式 ， " 

zs z 

-在 这 等 式 的 右边 是 要 定义 的 符号 本 身 ， 还 是 由 机 定义 的 符号 与 一 
些 变 项 “y”，“z”,，… 所 构成 的 一 个 指示 画 项 , 要 看 这 个 符号 表示 单 
个 的 事物 还 是 在 一 些 事物 之 上 的 一 个 运算 而 定 。 定 义 者 可 能 是 任 
何 形式 的 一 个 语句 画 项 ， 这 个 画 项 包含 有 和 被 定义 考 之 中 相同 的 
自由 变 项 , 这 个 责 项 说 , 率 物 x 一 一 可 能 还 有 事物 yz … 一 一 适合 ， 
如 此 这 般 一 个 条 件 .定义 2 确立 一 个 符号 的 意义 , 这 个 符号 表示 在 
两 个 数 之 上 的 一 个 运算 .为 了 葵 出 这 种 类 型 的 定义 的 另 一 个 例子 ， 
让 我 们 陈述 “0 ”的 定义 , 这 个 符号 是 表示 单个 的 数 的 。、 

我 们 就 , 二 0、 当 且 仅 当 ,对 于 任何 数 % 公式 ; y 十 二 y 成 立 。 

”我 们 所 讨论 的 这 各 类 型 的 定义 和 一 种 危险 相连 ， 因为 一 个 人 

在 作 上 内 这 种 定义 的 时 候 , 如 果 不 加 以 足够 的 注意 , 他 可 能 很 容易 过 

到 一 种 矛盾 。 一 个 具体 的 例子 可 以 说 明 这 一 点 。 

让 我 个 暂时 离开 我 们 现在 的 探 和 时， 而 且 假 定 在 算术 中 我 们 已 

经 有 了 乘 号 供 我 们 使 用 , 我 们 要 利用 乘 号 定义 除 号 。 为 此 , 我 们 制 

” 定 以 下 的 定义 ,这 个 定义 是 一 炊 不 差 地 依照 定义 2 仿造 的 : 

我 们 论 ;, 区 二 y:z, 当 且 仅 当 ,3y 一 2"7。 

如 果 现 在 在 这 个 定义 中 ,我们 以 “0 ” 赫 换 “y” 和 "“z”, 而 且 首 先 

以 “ 1" 然后 以 “ 2 " 赫 换 “zx”, 又 如 果 我 们 注意 我 们 有 公式 ， 

0 二 0*1 与 0 一 0.2， : 

我 全 立即 得 到 

| 1 二 0:0 与 9 二 9:0， 

但 是 因为 等 于 同一 个 东西 的 两 个 东西 相等 , 我们 得 到 : 
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1=2, . 
这 显然 是 无 意义 的 。 
”不 难 举 出 这 种 现象 的 理由 。 在 定义 2 和 在 这 里 考虑 的 商 的 定 
义 中 , 定义 者 具有 族 句 画 项 的 形式 , 这 个 语 旬 东 硕 有 三 个 自由 变 项 
“x”,“y” 和“z”。 对 于 每 一 个 这 样 的 语 旬 画 项 ,， 有 一 个 三 项 关系 与 
它 对 应 , 这 个 三 项 关系 在 数 x,y 和 之 立成 立 , 当 且 仅 当 , 这 些 数 
满足 那个 语句 丽 项 (参看 827) ;而 这 正 是 定义 的 目的 , 定义 的 目的 
就 在 引进 一 个 符号 表示 这 种 关系 .但 如 一 个 人 十 被 定义 者 以 形式 
: X=Y—% 或 X=y:%， : : 
那么 , 他 预先 假定 这 个 关系 是 画 项 的 (因而 是 一 个 运算 , 或 者 一 个 
” 画 项 , 参看 834)， 因 此 对 于 任何 两 个 数 y 和 z 至 多 有 一 个 数 x 与 
它们 有 所 说 的 关系 ,不 过 , 关系 是 画 项 的 这 一 事实 最 初 一 点 也 不 明 
显 ， 因 之 必须 首先 建立 。 在 定义 2 的 情形 下 , 这 点 我 们 做 到 了 ;但 
是 在 高 的 定义 的 情形 下 , 我 们 没有 能 做 到 , 我 们 不 能 这 么 做 , 仅仅 
因为 在 某 种 例外 的 情形 下 , 所 说 的 关系 不 是 画 项 的 。 因 为 ,如果 
y= 二 0 而 且 . z=0， | 
那么 有 无 穷 多 个 数 x) 对 于 这 个 了 
y=zZe* XT, 
因此 , 如 果 一 个 人 想 用 以 上 形式 表示 商 的 定义 , 而 不 引进 矛盾 , 他 
必须 排除 数 y 和 都 是 0 的 情形 ,一 一 例如 ,在 定义 者 之 中 插 进 一 
个 附加 的 条 件 。 
上面 的 诗 花 把 我 们 引导 到 以 下 的 精 葵 。 在 定义 2 类 型 的 每 一 
个 定义 的 前 面 应 读 有 一 个 完 双 相应 于 定理 15 的 定理 ,就 是 说 只 有 
一 个 数 工 满足 定义 者 的 定理 。( 这 里 有 个 辣 题 发 生 , 是 恰恰 有 一 个 
数 适当 ， 还 是 至 多 有 一 个 这 样 的 数 就 够 了 ， 这 个 须 为 困难 的 问题 
的 讨 基 此 处 从 略 。)* 


Te de EE TE a 
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“ ， ”854， 关 于 碱 法 的 定理 

在 定义 2 和 加 法 的 定律 的 基础 上 ， 我 全 能 够 没有 困难 地 证 明 
碱 法 理论 的 一 些 基 本 定理 , 如 同 可 行 性 定律 , 单调 定律 以 及 等 式 和 
不 等 式 通 过 减法 的 等 价 变 换 定 律 。 使 所 谓 的 代数 和 的 变换 成 为 可 
能 的 那些 定理 也 在 此 列 , 所 性 的 代数 和 , 就 是 , 为“ 十 ”号 “一 ”号 和 
括号 (按照 与 括号 的 作用 相同 的 特殊 规则 ,括号 常 被 省 略 ) 所 分 开 
的 数值 常 项 和 变 项 所 组成 的 表达 式 。 下 面 的 定理 可 以 作为 最 后 所 
耽 的 那 一 类 定理 的 一 个 例子 ， 

定理 16. XxX+(y 2) = 《并 十 处) —2, 


证 明 。 按 照 公理 9， 对 于 y 和 z, 有 一 个 数 2 与 之 对 应 , 使 得 


(1)- yz 

按照 定义 2, 上 式 著 丙 

(2) : .Wy 一 %, 

从 交换 律 我 们 有 : 

、 交 士 y 一 y 十 了。 
由 于 (1), 右边 的 “可 以 用 "z 十 妇 代 换 ,于 是 我 们 得 到 
(3) ZX+y= (z+ 人 +z。 : 
男 一 万 面 , 从 定理 9 推出 ， 

(4) 之 十 (z+ 二 (z+ + 

但 因 等 于 同 数 的 一 数 相 等 我 们 能 够 从 (3) 和 (4) 推 项 
(5B) 人 十 一 & 十 (并 十 2) 。 


现在 ， 因为 xX 十 Ww 和 工 十 3 是 数 ( 据 公理 6 ), 我们 可 以 用 “rz 十 w” 和 


“z 十 入 代 换 定义 p> 中 的 “z "和 “y 6 09 。《57 表 明定 义 者 被 满足 ， 因此 被 


.定义 者 必定 也 成 立 ， : 
TX+dU= (Ty) ZY。 


Pr "er 
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‘iki 


于 (2), 如 时 避 在 我 个 碎 'y 一 代 局 上 而 等 式 中 的 ,我们 最 后 
得 到 : 

ZX+(y~2z)= (z+y) — 2， d. e. d. 
已 业 到 达 这 个 地 方 ， 加 在 我 们 络 止 这 一 小 部 分 算术 的 构造 。 


入 习 


1 考虑 以 下 三 个 洒 入 ,每 一 个 由 一 个 集合、 两 种 关 条 和 一 种 运 
算 所 租 成 ， 

(a》 所 有 的 数 构成 的 集合 ,关系 三 和 宇 ， 加 法 运算 ， 

(b) 所 有 的 数 构 成 的 集合 , 关系 < 和 > 乘法 运算 ! 

(ec) 所 有 正 数 构 成 的 集合 , 关系 < 和 >, 乘法 运算 。 

和 制定 ; 这 些 系 统 中 那些 是 公理 1 一 11 的 系 糙 的 模型 (参看 8377。 

2. 考虑 一 任意 下 六, 我 们 称 它 为 数 钱 ; 邻 这 条 焰 上 的 点 用 字母 
“X?，“Y”，“Z”，… 指 示 。 在 数 焰 上 我们 选 一 辕 定 的 起 点 O 以 及 与 ， 
O 点 不 同 的 单位 点 U， 现在 合 久 与 为 名 上 两 个 不 同 的 点 。 我 
们 考虑 两 个 咎 多， 一 个 从 起 始 并 且 通 过 U， 另 一 个 从 及 起 始 并 
且 通 过 7, 我 们 襄 点 了 在 点 了 的 前 面 ,用 符号 表示 , 为， 
XOY, 





是 另 一 个 的 部 分 ， 在 这 一 情形 下 ， 我 们 也 诗 点 了 在 点 和 的 后 面 ， 

与 作 ， | 
YOX. / 

点 2 称 为 点 呈 和 点 了 的 和 ,如 果 它 满足 下 列 条 件 : (i) 杀 段 OX 与 

线段 YZ 相合 ; (让 如 果 OX, 那么 Y@Z 但 如 0BX, 那么 Y@ 

Z。 点 耳 与 点 Y 的 和 二 作 ， : 


i rE TE Fe HE ce eH A FE aE a LE 
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XOY, 

用 儿 何 定 理 证 明 ，。 数 条 上 所 有 的 点 构成 的 集合 (比较 简单 地 
耽 , 即 , 数 钱 本 身 ), 关 条 外 各 ,及 运算 @ 一 起, 构 戊 我 们 所 采取 的 
公理 系 炎 的 一 个 模型 ,因而 这 个 采 故 在 几何 中 有 一 个 解释 。 . 

3. 让 我 们 考虑 四 种 运算 A, B, G 和 L， 它 们 一 一 像 加 法 一 


“ 样 一 一 使 一 个 数 对 应 于 任何 两 个 数 。 我 们 永远 把 数 x 看 作 施 运算 


A 了 数 z 和 y 的 结果 , 把 数 y 看 作 施 运算 B 于 数 x 和 vy 的 结果 : 
XAy=x, XBy=y。 
我 们 以 特 号 “zxGy” 和 “zLy” 分 别 表 示 工 和 两 个 数 之 中 那 不 小 于 
或 不 大 于 另 一 个 数 的 数 如 此 , 我 全 有 : 
”| XGy 一 TT 及 rzLy 一 y， 如 果 ZX 疡 yy; 
XGy 二 y 及 xLy 二 Xx， 如 果 TEy,. 
: $47 中 所 时 花 的 性 质 有 那 一 些 属于 这 四 种 运算 ? 对 于 这 四 种 
运算 中 的 任何 一 种 ， 所 有 的 数 构成 的 集合 是 否 构 成 一 个 群 ， 畦 别 
是 , 一 个 交换 群 ? 
4. 兮 C 是 所 有 点 集 的 类 ,也 就 是 ， 所 有 几何 图 形 的 类 ， 集合 的 
加 法 和 乘法 (如 在 825 中 定义 的 ) 在 类 C 中 是 可 行 的 ， 交换 的 ， 和 结合 
”的 和 可 反 的 吐 ? 因而 类 C 对 于 这 两 各 运算 中 的 任何 一 种 ， 是 一 个 
群 , 特别 是 ,一 个 交换 群 吗 ? 
5. 证 明 ， 对 于 乘法 而 证 ， 所 有 的 数 构 成 的 集合 不 是 二 个 交换 
群 ,但 是 下 面 每 个 集合 对 于 乘法 是 一 个 交换 群 ; 
(a) 所 有 黑 于 0 的 数 构成 的 集合 
(by 所 有 正 数 构 成 的 集合 ; 
《c) 由 1 与 一 1 两 数 构成 的 集合 。 
6. 考虑 由 0 和 1 两 数 租 成 的 集合 S， 以 及 以 下 列 公 式 定义 在 
这 个 集合 的 元 素 之 上 的 运算 四 : | 


i 
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0 个 0 一 1 中 1 王 0， 
0 由 1=1 由 0=1。 
制定 集合 S 对 于 运算 四 是 否 构成 一 个 交换 群 。 
7. 考虑 由 0, 1 和 2 三 个 数 租 碟 的 集合 S$， 在 这 个 集合 的 元 素 
上 定义 一 个 运算 外 ， 使 得 对 于 这 个 运算 , 集合 S 是 一 个 交换 群 。 
8. 证 明 : 没有 由 两 个 或 三 个 不 同 的 数 所 组 友 的 一 个 集合 , 对 于 
加 法 是 一 个 交换 群 , 是 否 有 一 个 册 间 4 个 的 数 所 组成 的 集合, 对 于 加 
法 构成 一 个 交换 群 ? ' 
9, 从 公理 6 一 8 推演 下 列 定理 ， 
(a) 工 十 (y 士 2) 一 (Z 十 并 ) 十 多 
(b) z+[y+ (z+01=CG4y tri+2). 
10. 如 果 仅 仅 根 据 公 理 6 一 8 进行 变换 ， 由 下 面 每 一 个 表达 式 
可 以 得 出 多 少 表达 式 ; 
ztGOy+e), ztfyt+ Ct+t)], zy 二 [zt 二 四]]9? 
“11. 简明 陈述 运算 〇 对 于 关系 RR 的 左 单 裔 的 一 般 定义 ， 
12. 模 据 我 们 所 采取 的 公理 以 及 从 它们 推演 出 来 的 定理 证 明 ， 
加 法 对 于 关系 起 , 所 和 三 是 一 个 单调 运算 。 
13. 对 于 关系 人 和 >>, 乘法 是 否 是 一 个 单调 运算 ， 
(a) 在 所 有 的 数 构成 的 集合 中 ; 
(b) 在 所 有 的 正 数 构成 的 集合 中 ; 
“_(c) 在 所 有 的 负数 构成 的 集合 中 ? 
. 14. 第 3 是 定义 的 一 些 这 得 中 ， 那些 对 于 关系 =， 一， 之 ; 奔 ; 三 
和 主 是 单调 的 ? ， : 
”15. 类 的 加 法 和 乘法 对 于 包含 关系 是 单调 的 吗 ? 对 于 824 中 
所 寻 共 的 类 之 问 的 任何 其 它 关 条 呢 ? 
16. 从 我 们 的 公理 推演 下 列 定理 : 
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如 果 Y<jy 而 且 z< 刁 那么 十 2<Cy 十 如 
这 个 话 旬 中 依次 以 “>”，“ 一 ”,“2e”，“ 三 "和 “ 宇 " 代 换 符号 

Dy 考察 这 样 所 得 的 证 句 是 否 是 芙 的 。 

17. 在 算术 和 几何 的 范围 内 稳 出 于 语句 节 糙 的 例子 。 

18. 从 我 们 的 公理 推演 下 列 定理 ， 

《a) 如 果 工 十 工 一 ?十 罗 那么 工 一 yy; 

(b) 如 果 并 二 TYZ<yY 二 y， 那么 XY 之 yy， 

(C) .如 时 了 十 Z9 十 2 那么 工 >9。 
提示 :首先 证 明 这 些 医 句 的 道 评 茹 (用 第 16 题 的 灶 果 )， 然 后 

证 明 它 何 构 皮 一 个 开采 蒜 . 

_*19. 如 果 一 个 定理 能 够 只 从 公理 6 一 9 推演 出 来 ,那么 它 能 饮 


推广 到 任意 的 变换 群 中 去 ， 因为 对 于 一 个 运算 O 构 成 一 个 交换 群 ， 


的 每 一 类 区 , 同 这 个 运算 一 起 构成 公理 6 一 9 的 一 个 模型 (参看 837 
和 $38)。 这 一 点 特别 适用 子 定理 11《 由 于 这 个 定理 的 第 二 个 证 
_ 明 2, 因而 我 们 有 有 以 下 一 般 的 群 论 定 理 ,。 

”对 于 运算 O 〇 是 一 个 交换 群 的 每 一 类 玉 满 足 双 下 条 件 ， 

和 如果 XEK, ?6 天 ,ze 天 而 且 工 Dy 一 ZOz, 那 么 9 一 2 

欠 出 这 个 定理 的 严格 证 明 。 
另 一 方面 ,证 明 : 第 18 题 的 定理 (a) 不 能 推广 到 任意 的 交换 天 
中 去 , 用 举 出 类 玉 和 运算 O 的 一 个 例子 的 方法 加 以 证 明 ， 类 天 和 
运算 O 具有 以 下 性 质 , (i) 类 开 对 于 运算 O 是 一 个 交换 群 , (ii 类 
KK 中 有 两 个 不 同 的 元 素 和 3, 对 于 zx 和 y 有 : zOz= =yOy (参看 
第 6 题 ), 因 而 , 定理 (a) 能 不 能 只 从 公理 6 一 9 推演 出 来 ? 
20. 变换 定理 14 的 证 明 , 使 它 符 合 $49 中 大 致 叙 壕 的 , 与 定理 
11 的 第 一 个 证 明 相 联系 的 模式 。 

?1. 可 否 阴 , 除法 运算 在 所 有 的 数 构成 的 集合 中 是 乘法 运算 的 


换 群 。 
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反 运 算 ? 
22. 第 3 题 和 第 4 厦 中 提 到 的 运算 有 流 有 反 运 咎 (在 所 有 的 数 
构成 的 集合 中 或 者 在 所 有 的 几何 图 形 的 类 中 )? 

23. 什么 运算 是 减法 (在 所 有 的 数 构成 的 集合 中 ) 的 左 反 运算 
和 右 反 运 算 ? 
+*94. 在 883 中 符号 “0” 的 定义 是 作为 例子 陈述 出 来 的 ,为 了 使 ， 
这 个 定义 确实 不 致 导致 矛盾 ，. 在 这 个 定义 的 前 面 应 该 有 如 下 的 定 
理 ， 只 四 

恰恰 有 一 个 数 zx, 使 得 对 于 任何 数 y, 我 们 有 :y 十 ==y。 

只 用 公理 6 一 9 证 明 这 个 定理 。 | 

25. 入 明 陈 记 这 样 一 些许 名 ,它们 分 别 断 定 焉 法 是 可 行 的 ; 交 
换 的 , 烙 全 的; 右 可 反 的 和 左 可 反 的 以 及 对 于 小 于 关系 为 右 单调 的 
和 左 单 蛮 的 。 这 些 靖 名 中 那 一 些 是 其 的 ? 用 我 们 的 公理 和 $52 中 
的 定义 2 证 明 那 些 芙 的 语句 。 

26. 从 我 们 的 公理 和 定义 2 推演 下 列 定理 ， 

(a) z—(y+2)=(r—y) oz, 

(Cb) z 一 人 9 一 办 一 人 一) 十 2 
(c) zy= X— F(z—y) 一 Z]。 
27。 用 减法 的 可 行 性 定律 和 上 -是 的 定理 (cy 证 明 下 列 定理 ， 

数 的 集合 尺 对 于 加 法 是 一 个 交换 群 ， 必 须 且 只 须 ， 集合 人 的 
任何 两 数 的 差 仍然 属于 集合 及 (也 藤 是 ， 公式 ze 玉 和 ye 玉 承 远 若 
画工 一 y6 开 )。 Y 
这 个 站 理 找 本 一些 煞 的 全 全 的 例子 ， 它 何 是 汉子 加 疆 的 妆 


28. 用 逮 辑 符号 写 出 上 一 章 所 答 的 公理 .定义 和 定理 。 
提示 , 在 用 符号 表示 定理 15 以 前 ， 先 把 它 苇 于 一 个 等 价 的 形 
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一 


式 中, 其 中 的 数值 量 蛮 由 于 820 所 作 的 解释 已 经 被 消去 。 
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855， 在 原来 的 公理 采 宏 中 消去 多 作 的 公理 


前 面 两 章 专门 答 出 一 个 初等 数学 理 夫 基 础 的 概要 。 本 章 我 们 
将 计 沦 理 葡 建立 于 其 上 的 公理 条 区 和 基本 词 项 ， 这 种 讨论 具有 方 
洪 花 的 人 性质。 

我 们 将 从 一 些 具体 的 例子 开始 ， 圾 明 839 中 关于 公理 和 基本 
市 项 的 选择 的 随意 性 ， 多 余 的 公理 可 以 省 略 等 等 。 

让 我 们 从 以 下 问 是 开始， 是 否 公理 1 一 11 的 系 纺 一 一 这 个 系 
也 就 是 , 是 否 有 公理 
能 够 从 系 和 统 的 其 余 公 理 推演 出 来 。 我 们 将 立即 看 出 ， 回 等 着 且 肯 . 
定 地 回答 这 个 轩 题 是 容易 的 。 率 实 上 , 我 们 有 ， 

系统 的 公理 中 有 三 个 , 即 , 公理 4 或 5 中 的 一 个 , 公理 6， 以 
及 公理 10 或 11 中 的 一 一 个 能 钙 从 其 余 的 公理 推演 出 来 。 

证 明 。 我 们 首先 证 明 
(D 公理 4 或 5 中 的 一 个 能 镇 借助 于 公理 1 一 3 从 另 一 个 推演 出 
来 。 、 . , 

我 们 注意 ， 完 
1 一 8。 另 方面 , 如 果 我 们 已 勾 有 定理 8， 我 们 可 以 按 下 面 的 推 花 方 
。 式 从 公理 4 推演 出 公理 5 (或 者 从 公理 5 推演 出 公理 4): 
”如 果 : 











-ys 
性 沁 





z ry 而 且 yz, 
那么 , 据 定理 3， 


和 2 
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Ee 2) 
因此 ， 应 用 定理 4 (但 以 “z “%” 代 换 其 中 的 “z "以" z” 代 换 其 中 的 


““z”), 我 们 得 到 z . \ 
Zr, : 
又 据 定理 3, 上 式 蓝 画 : 
: | Tz 

而 这 就 是 公理 5 的 各 削 。 

同样 可 以 证 明 ， / | 
(ID 公理 10 或 11 中 的 一 个 能 镇 借助 于 公开 1 一 8 从 为 一 个 和 失 
演出 来 。 

最 后 , 我 们 有 : 


(GIID 公理 6 能 铝 从 公理 7 一 9 推演 出 来 。 
“后 一 断定 的 证 明 不 十 分 简单， 而 和 定理 11 的 第 一 个 证 明 类 
似 ,已 葵 任 意 二 数 工 和 六 四 次 应 用 公理 9， 辽 个 地 引进 四 个 新 的 数 


2 to 2 利 使 它们 满足 下 列 公式 : 

(1) y= = y+, 
QQ at 
(3) | y 一 z 十 2 
(4) Z=y+vs 
据 交 换 律 , 从 (1) 我 们 有 

z z y=+ ys 


将 以 上 等 式 与 (4) 合 在 一 起 , 而 像 在 定理 11 的 证 明 中 那样 进行 
证 ; 根据 结合 律 ， 我 们 得 到 : 
(5) z 一 & 十 2。 
从 (5) 和 《27 我 人 得到， 
二 (十 tw) 十， 


hh ni ar at 





me 
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由 此 , 再 据 千 合 律 ， 

2 一 十 (十 2 4 
由 于 (3), 由 上 式 可 得 : 
(6) Z 一 并 寸 y。 


Ea 


这 样 我 们 已 孝 证 明 ， 对 于 任何 两 数 xz 和 y, 存 在 一 数 2 对 于 z(6) 成 
立 ; 而 这 正 是 公理 6 的 内 容 。 

可 以 补充 一 点 ， 上 面 大 致 亿 述 的 推 花 方 式 不 仅 适用 于 加 法， 按 
照 $37 和 838 的 一 般 花 述 ， 世 适用 于 任何 其 它 运 滤 ; 在 类 尺 中 交 
换 的 , 结合 的 以 及 右 可 反 的 一 个 运算 O 在 该 类 中 也 是 可 行 的 , 因而 
类 KK 对 于 运算 O 构成 一 个 交换 群 ( 参 看 847)。* 

现在 我 们 已 友 知 道 条 统 外 至 少 包 含 三 个 多 余 的 ， 因 之 可 以 省 
赂 的 公理 。 因 此, 采 圭 听 可 以 为 以 下 八 个 公理 租 成 的 条 入 所 代 堆 ， 

公理 1%. 对 于 任何 数 工 和 y, 我 们 有 : Z 一 ? 或 者 工 之 y 或 者 


TY 


公理 2. 如 果 X< 过 y, 那么 ?本 2。 
公理 3 .如果 22>y 那么 y 中 工 。 
公理 人? 如果 Z<Cy 而 且 yK2 那么 2<z。 
公理 5 xX 二 y= 二 yy 十 工 。 : 
公理 60.，z 二 (十 芒 一 (十 办 十 二 
会 理 7%. 对 于 任何 数 工 和 y, 有 一 数 >， 使 得 二 y 十 &。 
”公理 80。 如果 yz 那么 十 3<CZ 十 2 
”我 们 将 称 这 个 会 理 条 圾 为 条 统 (现在 我 们 有 以 下 的 精 果 ， 
条 抠 中 与 了 等 价 。 z 
与 原来 条 级 上 比较, 新 的 简化 了 的 公理 系 入 ,从 美学 观点 和 教学 
观点 两 方面 看 , 都 有 一 些 缺点 。 对 于 两 个 基本 符号 “< ”和 “> 之” 它 


不 再 是 对 称 的 , 关系 < 的 一 些 性 质 不 加 证 明 地 被 搂 受 下 来 , 而 关系 


人 Ra st i WP: i EE HE 
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污 的 完 双 类 似 的 性 质 不 得 不 首先 加 以 证 明 ,在 新 系统 中 , 公理 6 也 
被 省 略 , 公理 6 具有 非常 初等 工 且 直观 上 明显 的 性 质 , 然而 它 之 从 
系 入 中 ”的 公理 推演 出 来 是 比较 困难 的 。 


8$56.. 化 简 了 的 柔 葬 的 公理 的 独立 性 


”更 在 发 内 一 个 习题 : 是 否 条 入 外 ?中 还 有 任何 其 它 多 余 的 公 
理 。 我 们 将 证 明 事实 上 不 是 如 此 
Ko 是 互相 独立 的 公理 的 系统 。 

为 了 确立 以 上 陈 远 的 方法 论 的 命题 ， 我 们 用 凭借 解释 的 证 明 
方法 , 这 种 方法 在 $87 的 一 个 特例 中 已 经 使 用 过 。 

我 们 要 证 明 系统 名? 中 没有 一 个 公理 可 以 从 这 个 系 芋 的 其 余 
公理 推演 出 来 , 让 我 们 考虑 公理 2 "作为 一 个 例子 。 假设 我 们 在 系 
将 妈 中 的 公理 中 , 把 符号 “<” 全 部 代 换 为 “三 ”, 而 不 以 任何 其 它 方 
式 改变 公理 。 作 为 这 种 变换 的 精 果 , 除 公理 2 以外, 没有 一 个 公 
理 失 去 它 的 正确 性 ; 事实 上 , 公理 8 0 5 0，6 和 7", 由 于 它们 
不 包含 符号 “<”, 仍 然 不 变 ,而 公理 1m, 4 中 和 8 中 变 为 一 些 算术 
定理 , 它们 的 证 明 , 根据 系 硅 外 或 ?与 符号 “三 ”的 定义 1 (参看 
846), 没有 任何 困难 。 因 此 , 可 以 断言 ,所 有 的 数 构成 的 集合 N, 关 、 
系 三 和 过 , 以 及 加 法 运算 构成 公理 1 和 3" 一 8" 的 一 个 模型 ; 这 
七 个 公理 的 系统 子 是 在 算术 中 有 一 个 新 的 解释 。 另 一 方面 ,可 以 立 - 
即 看 出 , 由 公理 3 90) 猎 过 变换 得 到 的 语句 是 假 的 ， 因 为 它 的 否定 在 
， rEy 


. 1 7 全 
因为 有 数 zx. 和 y 同时 清 足 两 个 不 等 式 ; 


Fi TP a rm 
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ZX 三 y 而 且 y 硅 工 
(自然 ， 如 果 而 且 仅 仅 如 果 ， zx 和 y 和 等, 才 是 这 种 情形 )。 因此 ,如 
果 一 个 人 相 祖 算术 的 无 矛盾 性 (参看 $41)， 他 不 得 不 承认 这 一 率 
实 , 从 公理 2 "得 到 的 语句 不 是 这 个 学 科 的 一 个 定理 。 从 此 推演 出 
公理 2 "不 能 从 季 衣 的 其 余 公 理 推 党 出 来 ; 因为 否则 在 任何 解 
释 中 , 如 果 其 它 公理 成立 , 这 个 公理 也 不 会 不 正确 (参看 837 中 类 
似 的 讨论 )。 z 
使 用 同样 的 推理 方法 , 但 是 应 用 其 它 适当 的 解释 关于 共 它 每 

一 个 公理 可 以 得 到 同样 的 烙 果 。 
:一般 地 ,用 解释 证 明 的 方法 可 以 描述 如 下 。 责 题 是 证 明 某 
个 语 旬 A 趟 是 一 已 葵 演 释 理 芥 的 公理 或 者 其 它 命题 的 系 硅 @ 的 一 
个 推荐 。 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 考虑 -个 任意 的 , 假定 是 无 矛盾 的 
演 炊 的 理 葵 人 T( 在 特殊 的 情形 下 , 可 能 就 是 条 梳 的 命题 所 属 的 
同一 个 理 葵 )。 然 后 我 们 就 着 在 这 个 理 答 之 内 找到 条 壕 马 的 一 个 
解释 , 使 得 不 是 证 名 A 本 身 , 而 是 它 的 否定 成 为 理 葵 他 的 一 个 定 
理 ( 世 可 能 是 一 个 公理 )。 如 果 我 们 能 够 做 到 这 一 点 , 我们 可 以 应 用 
888 中 陈述 的 演 烃 法 定律 。 如 我 们 所 知 ， 从 这 个 定律 推出 , 如果 语 
句 A 能够 从 杀 统 名 的 命题 推演 出 来 , 那么 对 于 这 个 系统 的 任何 解 … 
释 , 它 将 仍然 是 正确 的 。 因此, 存在 名 的 一 个 解释 , 对 于 这 个 解释 A 
不 正确 ， 这 件 事 实 是 这 一 吓 句 不 能 从 系 芳 忆 推演 出 来 的 一 个 证 

明 。 更 严格 地 说 , 它 是 以 下 条 件 语 旬 的 一 个 证 明 ， 
如 果 理 前 客 是 无 秘 拓 的 ,那么 语句 售 不 能 从 系 厌 侣 的 命 ， 

题 推演 出 来 。 | 

何以 必须 包括 理 沦 仿 是 无 矛盾 的 这 一 假定 ， 其 理由 是 容易 理解 
的 。 因 为 如 果 不 然 ， 理 其 仿 会 把 两 个 矛盾 的 语句 包括 在 它 的 公理 
和 定理 之 中 , 而 我 们 不 能 仅 从 念 包含 A 的 否定 这 一 事实 , 推荐 出 人 


的 2 
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不 包含 芳名 A (或 者 无 宁 襄 A 的 解释 ); 这 笠 物 人 的 省 就 会 不 
正确 。 


用 上 面 的 方法 ， 要 得 到 一 已 娄 的 公理 条 六 的 独立 性 的 群 尽 证 


明 ,在 所 讨论 的 系 厅 中 有 多 少 公理 ,上 氨 的 方法 就 得 要 应 用 多 少 次 ; 


每 个 公理 依次 地 当 作 艺名 人 A, 而 名 就 由 条 航 的 其 余 公理 所 粗 成 。* 


857。 多 余 的 基本 局 项 的 消 夫 和 公理 柔 统 的 
继 灶 化 简 , 一 个 有 序 交 换 群 的 概念 


i 


我 们 再 一 次 回 到 公理 系 狼 Wo， 因 为 这 个 系统 是 独立 的 , 它 不 


能 用 去 掉 多 余 的 公理 的 办 法 进一步 化 简 , 不 过 ,可 以 用 不 同 的 方法 
进一步 化 简 。 因为 事实 表现 出 , 采 纹 ML" 的 基本 词 厌 不 是 互相 独立 
的 。 率 实 上 , “< ”和 “>>" 两 个 符号 中 的 一 个 可 以 从 基本 蛮 鼎 的 目录 
中 抹 去 , 然后 用 另 一 个 来 定义 它 。 从 定理 3 可 以 很 容易 地 看 出 这 一 
点 来 :定理 8 由 于 它 所 具有 的 形式 , 可 以 看 作 是 符号 “之 ”借助 于 符 


号 “< ”的 一 个 定义 , 而 站 果 在 这 个 定理 中 我 们 把 等 价 式 的 两 边 互 


换 , 我 们 可 以 把 它 当 作 符号 “< ” 惜 助 于 符号 “>” 的 一 个 定义 (在 
两 种 情形 中 以 “我 们 说 ”这 个 短语 放 在 定理 的 前 面 是 合宜 的 ; 参看 
$11)。 从 数学 的 观点 看 , 基本 蛮 项 的 这 种 还 原 可 能 引起 某 些 反对 意 
见 ; 因 为 词 项 “<” 和 “之 ”在 意 头 上 是 同样 清楚 ,而 二 它们 所 指 的 关 
系 具 有 完全 类 似 的 性 质 ， 因 而 把 其 中 的 一 个 看 作 是 直接 可 以 理解 
的 , 而 另 一 个 必须 借助 于 第 一 个 来 定义 ， 这 种 做 法 会 显得 有 些 不 自 
然 ,但 是 这 些 反对 意见 不 大 使 人 信服 。 z 

如 果 吏 在 不 顾 任 何 数 学 上 的 考虑 ， 我 们 决定 从 基本 补 项 的 目 
录 中 消去 所 就 的 符号 中 的 一 个 , 使 我 全 的 公理 具有 一 种 形式 , 其 中 


没有 定义 的 词 项 出 现 , 这 一 件 工作 就 产生 了 。 (顺便 捉 一 提 , 这 是 一 


个 方法 论 的 公设 , 实际 上 它 常常 被 置之不理 ; 特别 是 在 几何 中 , 为 
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增加 公理 的 简易 性 和 明显 性 ,常用 定义 的 词 项 陈述 公理 ), 这 件 工 作 
没有 任何 困难 ;我们 仅仅 把 公理 东 中 的 每 一 个 这 样 的 公式 ，: 
: rz>y 

代 换 以 公式 ， yi * 

据 定理 3, 两 公式 是 等 价 的 ,然后 容易 看 出 ， 公 理 1 可 以 为 连通 性 
定律 , 即 定理 4 所 代替 , 因为 根据 还 辑 的 〈 即 ， 萎 句 演算 的 ) 一 般 定 
律 两 者 可 以 互相 推出 ; 现在 公理 3 成 为 公理 2 的 一 个 单纯 代 换 , 因 
而 可 以 略 去 .这 样 我 们 得 到 由 以 下 七 个 公理 粗 成 的 系 芒 ， 

公理 12. 如 果 zy 那么 zcTy 或 y<x。 

公理 22). 如 果 Z<Cy; 那么 ?本 

公理 3“. 如果 X<y 而 且 y<z 那么 Xz。 

公理 42. z 十 y 一 y 十 za 

公理 5'2. z+ (y+2z2)= (r+Yy) + 

.公理 6 对 于 任何 数 工 和 yy, 有 一 个 数 z, 使 得 工 二 y 叶 之 。 
:公理 72 邵 果 ycCz, 那么 2 二 Vy<CZT 十 Z。 

这 个 公理 系统 称 为 系统 A?, 它 呈 前面 两 个 条 区 yl 和 ?的 
任何 一 个 等 价 。 不 过 , 这 么 说 不 严格 ; 因为 不 可 能 从 和 采 浆 9 2 的 公 
理 推 演出 系 攻 站 或 六 ”的 那些 含 有 符号 “ 祥 ”, 的 语句 ， 除 非 系 芒 
9 由 于 加 进 这 个 符号 的 定义 而 扩 苑 。 如 我 倍 所 知 , 我 们 可 以 予 这 
个 定义 以 以 下 形式 ， z - 、 

定义 1% 我 们 说 ,zy 当 且 久 当 ;,y<<z。 
我 们 也 知道 ,这 最 后 的 话 名 如 果 不 当 作 定 义 , 而 是 当 作 一 个 普通 的 
定理 (在 这 种 情形 下 , 赂 去 开头 的 短语 “我 们 说 ”), 那么 它 能 够 在 条 
区 纺 或 人" 的 基础 上 证 明 。 用 人 区 的 三 个 系 往 等 价 这 一 事实 可 
坟 表 示 如 下 ， 

系统 gf 和 定义 1 一 起 等 价 于 系 堆 
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外 和 外 中 中 的 任 一 个 。 
全 当 驶 卫 个 等 价 的 然而 至 少 包含 有 一 郊 分 不 同 的 基本 刘 基 
的 公理 系 生 时 , 需要 用 同样 惯 重 的 陈述 方式 。 
公理 系 狼 和 由 于 它 的 精 构 简单 而 优越 性 显著 ， 头 三 个 公理 
是 关于 小 于 关系 的 , 它们 一 起 断定 , 集合 N 为 这 个 关 条 排 成 一 定 次 
序 ; 其 次 的 三 个 公理 是 关于 加 法 的 , 它们 断定 , 集合 N 对 于 加 法 是 
一 个 交换 群 ， 末 一 个 公 浊 一 一 谁 调 定 律 一 最 后 陈述 小 于 关系 和 
加 法 运算 之 问 的 一 种 相关 性 。 一 类 及 称 为 是 对 于 关 条 R 和 运算 
O 的 一 个 有 序 交换 群 ， 如 果 (i) 类 下 为 关系 尺 排 成 一 定 浆 序 , Gi) 
类 玉 是 对 于 运算 O 的 一 个 交换 群 ， 而 且 (iii) 运算 O 在 类 玉 中 对 
于 关系 RR 是 单调 的 。 按 照 这 个 用 证 我 们 可 以 说 ， 数 的 集合 为 公理 
系 丢 fo 描述 为 : 对 于 小 于 关系 和 加 法 运算 的 一 个 有 序 交换 群 。 
关于 系 炉 和 2 可 以 确立 以 下 事实 : 
条 撤 8fe 是 一 个 独立 的 公理 系 航 ， 而 且 所 有 宅 的 基本 前 
项 , 即 "N”,“<<” 和 “十 ”是 互相 独立 的 。 
我 们 略 去 这 个 命题 的 证 明 。 我 全 只 说 ,为 了 确立 基本 蛮 项 的 互 
相 独 立 性 , 人 们 必须 再 丈 应 用 铣 借 解释 的 证 明 的 方法 , 不 过 这 个 方 
法 在 这 个 情形 下 要 采取 更 为 复杂 的 形式 ;篇 幅 不 够 , 使 我 们 不 能 深 
大 讨论 为 了 这 个 目的 这 个 方法 所 需要 作 的 政变 。 


858.， 公 理 邓 葬 的 进一步 化 简 ; 基本 
乌 项 采 笠 的 可 能 变换 ， 
条 磷 8 显然 可 以 为 任何 一 个 与 它 等 价 的 证 名 条 入 所 代 夫 。 
这 里 我 们 要 竹内 这 种 系 糙 的 一 个 特别 简单 的 例子 ， 这 个 条 入 可 以 


称 为 系 胡 9f2。 它 含有 的 基本 蛮 项 和 [的 相同 ， 它 只 包含 五 个 计 
多， 
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公理 19. 如 果 zs 那么 ZC3 或 YX。 

公理 293， 如 果 Z<Cy 那么 中 壕 。 

公理 3 . XxX+(y 十 2) 二 (YX 十 2) 十 y。 

公理 4 对 于 任何 数 工 和 ?有 一 数 = 使 得 zx 一 ?十 2。 

公理 59, 如 果 XZ 十 zy 二 + 刀 那 入 ZX<y 或 z<t。 

我 们 将 证 明 

也 过 gre， 与 9 等 价 。 . 

证 明 。 首 先 , 我们 注意 , 条 入 ”的 所 有 公理 或 者 包含 在 系 谣 
记 中 (例如 ， 公理 2 ”与 公理 2 相合 合 , 公理 4 ”与 公理 9 相合)， 或 者 
在 系统 外 的 基础 上 被 证 明 | (公理 1 oo 3 @ 和 5 分 别 与 定理 4，9 
和 和 14 相合 )。 但 是 因为 公理 条 入 外 与 久 等 价 ,如 我 们 从 857 知道 
的 (定义 1 中 些 莞 总 是 可 以 加 到 条 未 上 去 ), 我 们 可 以 推断 ， 系 条 
姚 六 的 所 有 话 名 可 以 在 条 圾 a ;的 基础 上 证 明 。 剩 下 的 就 是 从 条 
角 &fe 的 公理 推演 出 系 坏 9 的 那些 不 在 六 9 中 出 现 的 一 句 ， 即 公 
理 3 中 ,4 中， 5 中 和 7 中, 这 件 工作 不 是 那么 简单 
“我 们 从 公理 和 4 人 2 和 5 开始. 
《ID) 公理 4 中 能 名 从 系 顽 如 9 的 公理 推 省 出 来 。 
”因为 ， 葵 定 二 数 Z 和 yx 我 们 可 以 应 用 公理 4 (但 以 “zx” 代 其 
| 中 的 以 “9 “ 代 基 中 的 "z “), 因而 ， 有 一 个 数 z, 使 得 


GD 加 y 一 工 寸 &。 
加 果 现 在 在 公理 3 43) 中 ， 我 们 上 上 “zx”? 代 “y”, 则 得 ， 
C2) 十 (ZX 十 二 {2 十 双 十 工 。 


由 于 (1), 以 上 等 式 两 边 的 “z 十 2 可 以 用 "9 ”替换 , 于 是 我 介 得 到 
公理 4 : 


区 十 二 y 十 工 。 
CD 公理 5 一 衣 镇 从 系 撤 Re 的 公理 推 湛 册 来。 


和 
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事实 上 ， 据 公 理 3 我们 有 (如果 以 “y” 代 换 "x”, 以 “2 代 换 

“yy” * 、 
T+ (z+y)= (r+y) +2; 
据 (D 我 们 已 元 推演 出 交换 律 ， 由 于 交换 律 我 从 可 以 把 这 里 的 十 
y 代 以 ? +z”, 于 是 我 们 得 到 公理 5 2， 
.TX+ +z)= ri) + 

为 便于 推演 出 公理 3 中 与 7 %， 我 们 将 首先 朝明 ,前 章 陈述 的 

z 一 些 公理 和 定理 如 何 可 以 在 条 未 3 的 基础 上 征明 。 
(ID ”定理 工 能 争 从 系 闪 9 的 及 至 推演 出 来 。 

我 们 只 须 注意 ，844 所 给 的 定理 1 的 证 明 仅仅 是 根据 公理 2 ， 
而 公理 2 又 与 系 航 9 的 公理 2 相合 。 
CV) 公理 6 能 皱 从 系 撤 中" 的 生理 推演 出 来 ， 

事实 上 , 在 855 中 我 全 已 经 知道 公理 6 能 够 从 公理 7，8 和 9 
演 凿 出 来 , 公理 7 和 8 与 公理 4 外 和 5 中 相同 ， 因而 据 (D 和 (ID， 
能 够 从 条 未 fc 前 公 理 推演 出 来 . 另 一 方面 , 公理 9 在 系 蒋 fo 中 
作为 公理 4 外 出 现 ,所 以 ， 公理 6 是 3% 的 公理 的 一 个 推荐 。 
CV) 定理 11 能 第 从 系 堆 9 的 公理 推演 出 来 。 

在 定理 11 的 第 二 个 证 明 中 , 如 $49 中 所 办 的 , 只 用 到 公理 了 ， 
8 和 9， 因 此 定理 11 能 依从 条 赫 gf 的 公理 推演 出 来 ， 其 理由 与 
公理 6 相同 ; 见 (IV )。 
(VD 定理 12 能 钱 从 系 坑 处 的 公理 推演 出 来 。 

因为 , 假定 定理 12 的 假设 成 立 。 
、 并 十 y<< 十 Z; 

我 们 应 用 公理 5 外 ,但 以 “y”, “x” 和 “z” 分 别 蔡 换 公理 5 中 中 的 < ?， 
“y? 和 “27 从 此 得 出 以 下 公式 ， z 
T<T 或 y<z 


nr TR 4 和 k 二 本 sa 
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中 的 一 个 必须 成 立 ; 第 一 个 可 能 必须 役 否 定 ， 因 为 它 与 定理 1 也 
后 ， 而 我 们 已 都 证 明定 理 1 可 以 从 系统 Mf 推演 出 米 ， 一 一 寡 看 
(IID。 因 此 ， 定理 12 的 结论: 
yz 
必须 成 立 。 
(VID 公理 3@ 能 煞 从 柔 克 8 的 公理 推荐 出 来 。 

让 我 们 假定 公理 8 的 假设 , 芭 公 式 ， 


(DD XYy 
与 | : 
(2) y<Z。 
如 果 更 在 我 们 有 - : 
z 十 二 十 之 ， 
那么 , 据 由 CV) 已 普 推 演出 来 的 定 泽 11， 推出 
: z= 
了 于 是 在 (1) 中 了 可 代 换 以 zx ”而 这 将 导致 ， 
Zo 


: 由 于 公理 3 中 这 个 不 等 式 与 (2) 矛 ， 因 而 必须 被 否 定 。 于 是 我 个 

有 : 

(38)7 ?二 zy 十 和 

因为 据 公理 6 ,y+z 和 y 士 x 都 是 数 ， 我 们 可 以 根据 公理 19 从 (3) 

推荐 出 以 下 两 种 情形 ; 

(4) y+x<y+z 或 y+2z<y+z 

中 的 一 个 必须 成 立 。 考虑 (4) 的 第 二 个 公式 , 据 已 名 推 演出 来 的 公 

理 4 2», 我 个 可 以 把 其 中 的 “y 十 zt” 代 换 以 “x 十 y”; 这 样 我 们 得 到 |， 
?十 Z<C 了 十 多 

应用 公理 5 于 上 式 , 但 以 代 换 会 理 5 9 中 的 “和 和" 以“ 
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Cr 一 


代 换 其 中 的 人 ”。 用 这 种 方法 我 们 得 到 以 下 的 推荐 ， 
Jy<IK 或 Zz<y。 

但 是 这 个 并 项 必须 被 和 证 因为 由 于 公理 2 9， 它 与 0) 和 (2) 矛 - 
盾 ,而 (1) 和 (C2) 构成 公理 3 的 假 俩 。 因 此 我 们 回 到 (4) 的 第 一 个 
公式 并 应 用 由 (VD 推演 出 来 的 定理 12, 但 以 “z" 代 换 定理 12 中 的 
以 代 换 其 中 的 cz 于 是 我 们 得 到 
TX 
而 这 就是 公理 3 的 千 痊 
(VIID 及 理 7 能 钙 从 系统 gf 的 公理 推演 出 来 。 

这 里 的 方法 与 刚才 所 用 的 方法 相位 ， 但 是 更 为 简单 .我 们 假定 
公理 7 中 的 假肢 ， 


eby < 
各 果 现 在 我 们 有 / 
次 十 9 一 并 十 Z， 
那么 据 定理 11 推出 
下 本 加 


因此 在 (17 中 我 们 可 以 用 “z " 代 "y”， 而 得 到 一 个 与 定理 1 相 予 盾 的 
公式 , 据 (HD 定 理 1 已 光 推 演出 来 。 所 以 我 们 必须 有 ; 
T+yZ+z, 四 
据 公理 1 ,从 此 推出 
C2) Xz+y<x+zZ 或 +z<t+y。 
由 于 定 迎 12, 以 上 不等式 中 的 第 二 个 导致， 
- zy 
但 是 根据 公理 2 上 式 与 我 俩 的 假设 (1) 矛盾 。 因 之 我 们 必须 承 
认 不 等 式 (2) 中 的 第 一 个 : 
z 十 CT 十 2 


ME FFT Da om a 
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而 这 就 是 公理 了 包 的 结 花 。 

用 这 种 方法 ， 我 们 知道 系统 9 的 所 有 语句 是 系统 2 的 瓜 
险 , 反之 亦 然 ; 因此 两 个 公理 系 六 名 ?和 外 确 实证 明 是 等 价 的 。 

无 疑 的 , 采 统 9[9 较 系 芳 82" 简单， 因而 比 系统 外 或 "更 简 
音 。 比 较 系 航 %[ 与 9Ko 是 特别 有 趣 的 事 ; 作为 束 纺 还原 的 烙 果 ， 公理 
的 数目 减少 了 一 大 中 。 另 一 方面 ,也 应 该 注 意 ， 系统 9 的 某 些 薄 
名 ( 即 , 公理 8 9 和 5o) 比 其 它 系 太 的 公理 壕 不 自然 和 复杂 ， 某 些 ， 
共 斑 是 非常 初 名 的 ， 定 理 的 证 明 在 这 里 寺 之 在 黄 它 条 航 的 基础 上 
也 是 更 为 复杂 和 国难 。 
如 同 公理 条 煽 一 样 ， 基 本 萌 项 的 条 赃 也 可 以 为 任何 千 价 的 条 
-将 所 代替 。 这 一 点 特别 适用 于 “N"”,“<- "与 “十 ”三 个 朝 项 的 系统 ， 
这 三 个 鹿 项 在 刚刚 计 葵 过 的 那些 公理 中 作为 仅 有 的 基本 词 项 而 出 
更。 如 果 在 这 个 条 萄 中 我 个 以 符号 “ 扎 " 代 替 符 号 “< ” 我们 得 到 一 
个 等 价 的 系 绩 ;因为 “所 ?是 用 “< ”定义 的 , 而 定理 8 告 新 我 们 , 后 

“者 又 如 何 可 以 用 前 者 来 定义 。 可 是 基本 词 项 系 舟 的 这 样 一 种 变换 
并 无 好 处 ; 特别 是 ,对 于 公理 的 化 简 并 无 帮助 ,对 于 那些 对 符号 “<<” 
, 较 之 对 符号 “三 ” 可 能 更 为 洱 悉 的 车 考 , 这 种 变换 甚至 可 能 显得 贤 
不 自然 在 原来 的 系 策 中 将 符号 “十 ” 代 换 以 “一 ”可 以 得 到 另 一 个 
殉 价 的 系 秀 ;但 是 这 种 变换 也 并 不 方便 。 最 后 , 我 们 要 指出 ,有 其 它 
的 基本 市 项 条 耗 与 所 科 沦 的 系 航 等 价 , 却 只 包括 两 个 说 项 。 


$59。 所 构造 理论 的 无 矛盾 性 问题 


， 现在 我 们 简单 地 计 脸 一下， 关于 上 面 所 考虑 的 一 小 部 分 算术 
的 儿 个 其 它 的 方法 花 间 题 ; 这 就 是 无 矛盾 性 南 题 和 完 侍 性 问 题 ( 参 
看 $41)。 因为 不 花 我 们 的 说 明 涉及 的 是 几 个 等 价 的 公理 条 故 中 的 
一 个 ,都 没有 什么 关 条 ,我 们 现在 将 总 是 时 攀 系 过 9 
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如 果 我 们 相信 人 部 算 术 的 无 矛盾 性 (前 面色 普 作 此 假 导 ， 在 以 
下 的 计 葵 中 还 要 假定 这 一 点 ), 那么 我 们 必定 更 要 承认 以 下 事实 。， 
建立 在 系 兢 中 之 上 的 数学 理论 是 无 矛盾 的 。 

但 是 要 给 出 全 部 数学 的 无 矛盾 性 的 严格 证 明 ， 这 一 试图 过 到 了 根 
本 的 困难 (参看 841), 而 对 于 采 迁 外 的 这 种 证 明 不 仅 是 可 能 的 其 
至 还 比较 简单 。 理 由 之 一 就 是 ， 能 够 从 公理 条 六 外 推 演出 来 的 定 
理 的 变化 的 确 是 非常 小 的 ;例如 , 在 它 的 基础 上 不 可 能 回答 这 样 非 
常 初 等 的 问题 , 即 是 否 有 任何 数 存在 的 问题 .这 种 情形 使 得 所 剂 答 
的 一 部 分 算术 不 包含 一 对 矛盾 定理 , 这 一 事实 的 证 明 大 为 容易 ,不 
过 用 这 里 我 们 使 用 的 工具 , 大致 叙 迟 无 矛盾 性 的 证 明 , 甚或 尝试 着 
使 芒 者 知道 它 的 基本 思想 ,都 将 是 没有 希望 的 事 ; 这 需要 比较 深 的 
远 辑 知识 ， 而 一 个 重要 的 初步 工作 是 把 所 讨论 的 一 部 分 算术 改造 
成 为 一 个 形式 化 的 演 沟 理 击 人 参看 840)。 还 可 以 补充 一 点 ,区 果 用 - 
一 个 脱 至 少 有 两 个 不 同 的 数 存在 这 样 的 吓 句 扩充 系 区 %[， 那 么 试 
图 证 胃 扩 充 了 的 公理 对 的 无 矛盾 竹 将 会 过 到 困难 ， 因 难 的 程度 
就 你 在 全 部 算术 条 纺 的 情形 下 过 到 的 一 样 


860， 所 构造 理 防 的 完全 性 证 明 


与 无 矛盾 性 开征 相 比 较 , 条 才 的 完全 性 癌 题 处 理 起 来 要 容 

易 得 多 。 

有 有 阁 入 完全 用 还 罗 亲 页 和 条 未 时 的 基本 刘 项 陈 沁 的 疗 题 ， 它 
全 无 葵 如 何 都 不 窒 族 在 这 个 系统 的 基础 上 御 定 。 上 一 季 中 已 码 提 
到 一 个 这 样 的 开题。 以 下 匡 句 答 出 另 一 个 例子 , 这 个 语句 说， 对 于 
任何 数 z, 有 一 个 数 y, 使 得 
: z=yty, : 

只 在 条 攻 外 的 公理 的 基础 上 , 锯 不 可 能 证 明 也 不 可 能 否 证 这 个 话 
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名 ,这 一 点 可 以 从 下 面 的 讨论 看 出 .我 们 全 丈 用 符号 “N ”表示 所 有 
”实数 构成 的 集合 ; 也 就 是 说 , 集合 N 包括 整数 和 分 数 , 有 理 数 和 无 
理 数 ,但 是 立 列 可 以 看 出 ， 如 果 我 们 用 符 叶 “N” 表 示 所 有 整数 ( 包 
括 0 在 内 的 正和 负 的 整数 ) 构 成 的 集合 , 或 者 所 有 有 理 数 构成 的 集 
合 ， 没 有 一 个 公理 ,， 因 而 没有 一 个 从 它们 推出 来 的 定理 ， 会 兴 去 ， 
它们 的 正确 性 ; 也 就 是 说 ， 如果“ 数 ” 这 个 字 指 “整数 "或 者 指 “ 有 型 
数 ”, 所 有 这 些 命题 会 仍然 正确 。 上面 提 到 的 语句 , 也 就 是 , 断定 对 
于 任何 痊 定 的 数 有 另外 一 个 数 是 它 的 一 全 这样 一 个 语句 ， 在 第 一 
种 情形 下 会 是 假 的 ; 在 第 二 种 情形 下 会 是 芙 的。 因此, 如 果 我 们 在 
条 将 时 的 基础 上 得 以 证 明 这 个 语句， 我 俩 会 在 整数 算术 的 范围 内 
得 到 一 个 了 矛盾; 另 一 方面 , 如 果 我 们 能 够 否 证 它 ， 那么 我 们 将 发 更 
”自己 在 有 理 数 算术 的 范围 内 聊 大 矛盾 。 


这 里 大 致 叙述 的 芥 证 属于 用 解释 证 明 的 范 哮 (参看 $37 与 


$56); 为 了 说 明 这 一 点 ， 让 我 们 将 论证 的 陈述 略 加 改变 。 合 “1 指 所 
”有 整数 的 集合 ,“R” 指 所 有 有 理 数 的 集合 ， 现在 我 们 将 在 算术 范围 
内 狂 出 条 入 外 的 两 种 解释 , 在 两 种 解释 中 符号 “<”，“>>” 和 “十 ” 
不 变 , 而 在 每 个 公理 中 明显 地 或 者 隐 合 地 出 现 的 符号 “N? 在 第 一 
种 解释 中 为 “I” 所 代 蔡 ,在 第 二 种 解释 中 为 “R” 所 代 蔡 (这 里 我 们 
不 考虑 843 中 关于 符号 “N” 可 能 消去 所 作 的 说 明 , 因为 这 会 使 我 
们 的 推理 略为 复杂 )。 条 外 的 所 有 公理 在 两 种 解释 中 保持 它们 
的 正确 性 ; 不 “过 ,语句 。 

z 对 于 每 一 个 数 x 有 一 个 数 使 得 
宛 一 十 
只 在 第 -种 角 各 的 情形 卡 补 请 足 ， 而 在 第 一 种 解 和 的 情形 下 它 
否定 成 立 ， 
并 非 对 于 每 一 个 数 x, 有 一 个 数 y, 使 得 


i i ED Eb 
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z=y+y, 

在 算术 无 矛盾 的 假定 下 ， 我 们 从 第 一 种 解释 推荐 出 , 所 讨 询 的 
不 角 在 员 纺 虹 的 贡 上 证 是 ， 而 克 芝 -- 科 角 达 推 谊 上， 它 也 不 能 
被 否 征 。 ， + 
这 样 我 们 已 经 证 明 存 在 两 个 互相 矛盾 的 语句 ， 它 们 只 用 录 辑 
词 顺 我 们 所 考虑 的 数学 理论 的 基本 词 项 来 陈 进 ， 它 们 具有 这 种 
性 质 , 即 它们 两 个 都 不 能 从 这 个 理 葵 的 公理 推演 出 求 .于 是 我 们 有 ， 
建立 在 系统 以 之 上 的 数学 理论 是 不 完 笃 的。 


i 


ge 


z Gy 
作 如 下 的 解释 ， 
立 十 1<y, 


现在 请 将 857 的 系统 We 的 公理 中 的 符号 “< "全 部 赫 以 “ 思 "， 试 币 

定 那 一 个 公理 保持 它 的 正确 性 那 一 个 公理 不 保持 ， 因 而 推 其 出 公 

理 1 不 能 够 从 其 余 的 公理 推演 出 来 。 这 里 所 用 的 推荐 方法 的 名 

字 是 什么 ? 

2. 依照 856 大致 作 这 的 公理 乡 @ 的 独立 竹 证 明 的 疙 索 , 证 明 ， 

公理 2 不 能 从 条 太 ?的 其 余 公 理 推演 晶 来 。 

”8. 合 符号 “Ki? 指 0,1 和 2 三 个 数 粗 成 的 集合 。 在 这 个 集合 的 

元 素 之 并 我 们 定义 一 个 关系 之 ,规定 它 只 在 以 下 三 种 情形 下 成 立 ， 
0%1, 1%2, 2%0, 

此 外 ， 我 们 用 以 下 公式 定义 一 个 在 集合 的 元 素 之 上 的 运算 十， 
0 和 0 一 1 人 2 一 2 了 1 一 0， 
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0 了 1 一 1 了 0 一 2 了 2 一 1， 
042=141 一 2 了 0 一 2。 : 
更 在 在 系 故 外 的 公理 中 ,以 “向 ”", “之 "和 “上 ”分 别 赫 换 这 个 条 未 
的 基本 词 项 (大 以 表达 式 “0, 1 和 2 三 个 数 中 的 一 个 ” 替换 “ 数 ” 这 
一 个 向 ); 证 明 : 释 过 这 种 变换 , 公理 3 不 能 从 其 余 的 公理 推演 出 
4. 为 了 用 借 解释 证 明 的 方法 表明 : 公理 4 中 不 能 从 条 入 [的 
其 余 公 理 推演 出 来 , 只 要 在 所 有 的 公理 中 把 加 号 换 为 第 VII 章 第 。 
3 是 中 提 到 的 四 种 运算 中 的 某 一 个 的 符号 。 必 须 用 到 的 是 那 一 种 
运算 ? | i 
5. 考虑 适合 以 下 公式 ， 四 。 
XBy=2 (r+Yy) 
的 运算 侈 。 利 用 这 个 运算 证 角 ， 公理 5 不 能 从 系 故 8 的 其它 公 
理 演 粹 出 来 。 ， 
6. 构造 这 样 一 个 数 的 集合 , 它 与 关系 全 和 运算 十 一 起 , 虽 不 满 
足 公理 6”, 但 是 构成 系 克 中 ”的 其 余 公 理 的 一 个 模型 。 因此 ,关于 
公理 6 % 的 可 推演 性 可 以 得 出 什么 精 验 ? 
7. 为 了 证 明 公 理 7 不 是 系 粮 gro 的 其 它 公理 的 一 个 推 史 ,我 
们 可 以 如 此 进行 :在 所 有 的 公理 中 , 把 这 个 系 压 的 两 个 基本 齐 项 替 
换 以 第 3 题 中 引进 的 相应 的 符号 ， 而 让 第 三 个 基本 阐 项 不 变 ， 就 御 
定 那 一 个 词 项 应 该 保留 不 变 ， 
8. 第 1 一 7 题 中 记得 的 芋 果 者 明 ,没有 -个 条 粮 [的 公理 能 
够 从 这 个 系 讨 的 其 余 公 理 推演 出 来 . 闪 855 的 公理 条 六 2 和 8$58 
的 99 作出 类 似 的 独立 性 证 明 ( 部 分 使 用 上 是 中 所 用 的 解释 )。 
9. 在 公理 系统 外 ?的 基础 上 , 证 明 :, 对 于 加 法 运算 是 一 个 交换 
群 的 任何 数 的 集合 同时 是 对 于 小 于 关系 和 加 法 运算 的 一 个 有 序 交 
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模 群 。 葵 出 这 种 数 的 集合 的 一 些 例子 。 

10. 在 第 VII 章 的 第 5 题 中 答 出 了 儿 个 数 的 集合 ， 它 们 对 于 
乘法 构成 交换 群 。 这 些 集合 中 的 那 -一 些 对 于 小 于 关系 和 乘法 运算 、 
是 有 序 交 换 群 ,那些 不 是 ? z 四 

11. 用 第 10 题 中 得 到 的 精 果 , 作出 公理 7 对 于 系 部 9852 的 其 
余 公 理 的 独立 性 的 新 证 明 (参看 练习 7 )。 

*19. 在 公理 条 入 ge2) 的 基础 上 证 明 下 列 定理 ; 

如 暴 至 少 有 两 个 不 同 的 数 ， 那么 对 于 任何 阁 Zz 有 一 个 数 y, 使 
得 < 之 y。 

作为 这 个 猪 果 的 推广 ,证 明 下 列 一 般 的 群 削 定 理 : 

如果 关 及 对 于 关系 尺 和 运算 O 〇 是 一 个 有 序 交 换 群 ,又 如 
果 天 至 少 有 两 个 元 素 , 那么 ,对 于 天 的 企 何 元 素 z 有 开 的 
一 个 元 素 风 使 得 工 尺 y。 

利用 这 个 定理 证 明 ， 没 有 一 个 是 有 序 交 换洗 的 类 能 够 刚好 由 
两 个 ， 或 者 三 个 ， 等 等 元 素 所 粗 成 。 它 能 够 副 好 包含 一 个 元 素 吗 ? 
(参看 第 VlII 章 的 第 8 题 .) 

*13. 证 明 公理 12 一 35 的 系 六 (参看 8577 等 价 于 由 公理 1 
和 以 下 裔 名 所 扯 成 的 条 宇 : - 

”加 果 IX 之 y， y<z, z<t, fu 和 而且 zx<m。， 那 所 二， 
.确立 下 列 关系 理 哈 的 一 般 定律 作为 以 上 糙 果 的 推广 
”类 下 为 关系 尺 排 成 一 个 六 序 ,必须 且 只 须 , 在 尺 中 是 
连通 的 , 而且 满足 下 列 条 件 ， | 
如 昧 工 ,y, tw 和 是 的 任何 元 素 , 而 且 和 如果 Ry， 
yRz，z Rt, RE 着 且 w Rv, 那么 未 是 DRz。 
*14. 用 $48, 855 和 858 的 诗 苍 , 证 明 以 下 三 个 性 句 系 区 等 价 ， 
Ca) 847 的 公理 6 一 9 的 有 条 芳 。 


1 
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(Pb) 857 的 公理 42 一 692 的 系统 。 
(Cy 858 的 公理 3 咏 和 4 外 的 系 药 。 z 
， 推 广 这 个 糙 果 ,简明 陈 迹 以 下 表达 式 的 新 定义 。 
”类 开 对 于 运算 O 是 一 个 交换 群 ， 

而 且 使 它 和 847 所 答 的 定义 等 价 ,但 是 较为 简单 。 
*15. 考虑 由 以 下 五 个 公理 组 成 的 系 太 3 
公理 1%， 如果 zy 那么 ZX<3 或 <a。 
公理 200、 如 果 过 yy<z)z<bi<w, 而 且 ww<v) 闭 么 v 二 x 
公理 80，z 十 (y 十 轨 ) 一 《ZX 二 区 十 : 
公理 4 对 于 任何 数 习 和 yy 有 一 个 数 z， 使 得 工 一 9 十 &。 
公理 5(4， 如 果 y<C zx， 于 么 TY 十 2 
用 第 13 是 和 第 垃 是 的 精 果 还 明 ， 系 航 %9 等 价 于 系统 [2 

-和 M5 中 的 每 一 个 。 : 

”16. 在 $58 中 便 标 断定 ‘“N”， .和 和 +" 二 个 下 本 市 项 的 条 

等 价 于 词 项 “N”, “所 ?和 “十 ”的 有 系 策 对 于 这 个 断定 洋 在 应 屋 补 充 

一 点 : 这 些 条 秀 对 于 某 一 个 语 馈 系统 ， 例 如 ， 对 于 858 的 系 竹 

和 846 的 定义 1 ,是 等 价 的 。 和 次 : 何以 这 一 点 补充 是 不 可 少 的 ,一 

” 般 而 论 ， 当 要 建立 两 个 蛮 项 的 条 芒 等 价 时 (在 $39 的 意义 上 )， 何 

”以 必须 提 到 一 个 特殊 的 话 句 条 入? : 

*17. 考虑 由 以 下 七 个 语句 组 成 的 系 谣 2 
” 公理 1%。 对 于 任何 数 工 和 yy 我 们 有 。 ZX 三 y 或 yz 
”公理 25， 加 果 ZESY 而 且 y 挟 xz, 那么 X=y。. 
公理 3“。 如 时 zS? 而 且 yz, 那 么 三 Z。 
公理 49. 2Z 十 9 一 y 十 2。 
公理 53. z+ (下 Zz) 二 (ZX 十 和 ) 十。 
公理 6. 对 于 任何 数 工 和 y, 有 一 个 数 z, 使 得 X= 二 y 十 之 。 


和 ee - 的 
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公理 7 如果 y 三 xz, 那么 X 十 yy 所 XT 十 Zz。 
征明: 如 果 将 $46 的 定义 1 加 到 公理 有 系 业 We (参见 $57) 中 
去 ,将 846 的 定理 8 作为 符号 “< 的 定义 加 到 公理 系统 区 和 中 去 ， 
那么 两 个 邓 永 成 为 等 价 的 证 人 旬 采 姚 ,为 什么 我 们 不 可 以 简单 地 说 ， 
系 敬 ”和 外 等 价 ? 

18. 依照 860 的 论证 的 各 索 征 明 ， 在 系 蒜 a 的 基础 上 ， 以 下 话 
旬 弃 不 能 证 明 也 不 能 否 证 : 
如 果 Z< 2 那么 有 一 个 数 y， 对 于 这 个 YT <Yy 而 且 y<<z。 
*19. 乍 系 往 1 的 基础 上 证 明 ,， 下 列 语句 弃 不 和 证 明 也 不 能 否 
证 ， 

对 于 任何 数 忆 ,有 一 个 数 y, 使 得 zy 

*20. 在 本 意 中 , 为 了 建立 一 个 公理 系统 的 独立 性 或 不 完 双 性 ， 
我 们 售 经 使 用 凭借 解释 以 证 明 的 方法 。 在 庄 座 公理 系 闹 的 无 矛 后 
性 时 也 使 用 同样 的 万 法 。 事实 上 , 我 们 有 以 下 方法 离 的 定律 供 我 个 
使 用 ， 这 个 定律 是 演 释 法 定律 的 一 个 推 项 : 

如 果 演 绎 的 理论 已 在 演 树 的 理论 补 中 有 一 一 个 解 丢 ， 并 且 理 闪 
念 是 无 秘 盾 的 ,那么 理论 G 也 是 无 省 盾 的 。 

证 明 这 个 命题 是 正确 的 。 在 §38 中 关于 算术 和 几何 的 可 能 解 
释 会 可 作 了 一 些 说 明 ; 应 用 刚才 所 狂 的 定律 ， 从 这 些 襄 明 引申 出 关 
.于 算术 和 几何 的 无 矛盾 性 ， 以 及 它们 与 婉 辑 的 无 矛盾 性 的 关系 的 
一 些 和 结论 。. 


Ri i tT 





200 第 一 部分“ 渤 辑 和 方法 广 在 构造 数学 理论 中 的 应 用 





CX) 所 构造 的 理 葵 的 扩充 。 实 数 算术 的 基础 
861， 实 数 算术 的 第 一 个 公理 系统 


公理 系统 儿 作 为 到 部 实数 算术 的 基础 是 不 够 的 ， 因 为 一 一 如 
我 们 在 $60 中 上 见 到 的 一 一 这 个 学 科 的 许多 定理 不 能 从 这 个 条 纤 的 
公理 演 棱 出来 , 而 且 也 为 了 另 一 个 重要 性 不 下 于 前 面 所 祝 的 ,恰好 
双 十 分 类 伺 的 理由 ,能够 找到 一 些 属 于 算术 领域 的 概念 ,它们 不 能 
用 系 态 % 中 出 更 的 基本 亢 苦 来 定义 。 例 如 , 系 菊 时 不 能 使 我 们 定 
义 乘 法 符号 或 除法 符号 , 甚至 像 <1 "“ 2 "等 等 这 样 一 些 符号 。 

为 了 得 到 构造 全 部 活 数 算术 的 一 个 充分 基础 ， 我 何 的 公理 和 
基本 蛮 项 的 系 芒 必 须 如 何 改变 和 补充 ， 这 一 半 题 立即 提 出 来 了 。 
这 个 册 题 可 以 用 种 种 方法 解决 这 里 将 大 致 叙 述 两 种 不 同 的 解决 
-万 法 。 中 
”在 第 一 种 方法 的 情形 下 ， 我 们 选择 系 太 gro( 因 部 $58) 作 为 我 
们 的 起 点 ; 在 这 个 系 策 中 出 现 的 基本 蛮 项 以 外 , 我 们 加 上 “区 -- 
个 字 , 像 通常 一 样 , 这 个 字 将 为 符号 “1” 所 代替 ,系统 的 公理 划 为 
四 个 新 的 语句 所 补充 。 用 这 种 方法 得 到 一 个 新 的 系 闵 中 ， 它 包括 
四 个 基本 盘 项 “和 N”,“<”, “+4” 和 “1” 而 且 和 由 九 个 公理 所 租 戊 ， 这 
九 个 公理 我 们 将 明显 地 列举 如 下 ; 

公理 1。 如 果 zy 那么 Xx<y 或 y<x。 


@ 至 部 实数 算术 的 第 一 个 到 理 条 先是 希 尔 伯 蛙 在 1900 年 发 表 的 ; 这 个 膝 统 和 
我 们 下 面 将 要 熟悉 的 有 系统 %" 有关。 在 1900 年 以 前 ， 人 个 已 经 知道 一 些 园 不 丰富 的 算 


”本部 分 的 公理 系统》 这样 的 第 一 个 采 坑 是 关于 自然 数 算术 的 系统 ， 儿 是 具 安 诗 〈 参 看 


第 115 一 116 页 注 @) 在 1889 年 输出 的 。 算 术 和 它 的 不 同 部 分 的 儿 个 公理 采 称 -一 - 怕 
引 是 复数 算术 的 第 一 个 公理 条 院 一 是 这 了 参看 第 135 页 注 人 地) 上 发表 的 。 
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公理 2. 如果 Zz<y, 那么 7 本 工 。 
公理 3 如果 x<z, 那么 有 一 个 数 风 使 得 ZX<Yy 而 且 y<z。 
公理 4. 如 果 尺 和 上 是 任何 数 的 集合 《 即 ， KCN 而 有 LC 


”NN)), 宅 们 满足 条 件 : 


对 于 属于 尺 的 任何 工 和 属于 工 的 任何 y 我们 有 :因果 <y， 
那么 有 一 个 数 z, 对 于 这 个 zx, 下面 的 条 件 成 立 : : 
如果 工 是 区 的 任 一 元 素 ， 而 是 工 的 任 一 元 素 ， 如 办 
Zz 而 且 yz, 那么 Z<Cz 而 且 z<y。 
公理 5'. X 十 (y 十 儿 2 二 (z+ +y, 
公理 6'. 对 于 任何 数 过 和 水 有 一 不 数 过 使 得 工 -十 和 
”公理 加 如 时 Z 十 2<y 十 加 那么 Z<y 或 zt 
公理 8'. 1cN。 
公理 9. 1 之 1+1。 \ 


”$62， 第 一 个 公理 条 入 的 进一步 措 壕 , 它 的 
方法 论 上 的 优点 和 教学 上 的 缺点 


前 节 列 举 的 公理 分 为 三 类 。 第 一 类 包括 公理 1 一 4, 在 这 一 类 
中 只 有 入 和 “< 两 个 基本 蛮 项 出 更 公理 5' 一 7' 属于 第 二 类 ,在 
这 一 类 中 我 们 有 加 添 的 符号 “十 ”3 最 后 ， 第 三 类 包括 公理 8 和 9， 
新 的 符号 “1” 在 其 中 出 现 。 

在 第 一 类 公理 中 有 两 个 我 们 以 前 没有 过 到 过 ， 即 公 理 sg 和 4。 
公理 3/ 称 为 小 于 关系 的 笛 敬 性 定律 一 一 它 才 明 小 于 关 系 在 所 有 
的 数 的 集合 中 是 稠密 的 。 一 般 地 我 们 谣 , 关 关系 在 类 K 中 是 稠 窗 
的 , 如 果 对 于 这 一 类 的 任何 二 个 元 素 ， 公式 : : 

Thy 
总 是 和 类 玫 存 在 类 天 的 一 个 元 素 xz, 对 于 这 个 z， 
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ThRz 而且 zRy 
成 立 。 公 理 弄 称 汐 小 于 关 季 的 过 纺 性 定律 或 者 过 续 性 公理 ， 又 或 : 
功德 鱼 会 理 (Dedekind's axiom)D 为 了 一 般 地 陈述 ， 在 什么 条 件 “ 
下 , 关系 及 称 为 在 类 区 中 是 连 各 的 , 只 须 在 公理 4 中 以 “天 " 代替 
<N"( 以 及 与 此 相 联系 , 以 “类 玉 的 元 素 " 这 一 表达 式 代 将 “ 数 " 这 一 
个 蛮 ), 并 以 “R” 代 准 “<<”"。 如 果 类 K 为 关系 RR 排 成 一 定 序列 , 又 
”如果 尺 在 玉 中 是 稠密 的 或 圳 标的 ， 那 么 玉 分 别称 为 稠密 地 排 成 
交 序 或 加 各 地 排 成 火 序 ， 
”公理 4 直觉 上 不 如 其 余 公 理 明 显 , 而 且 是 比较 复杂 ; 原因 就 

在 于 它 所 小 及 的 不 是 个 别 的 数 , 而 是 数 的 集合 , 因而 和 其 它 的 公理 
不 同 ,为 了 络 这 个 公理 一 个 比较 简单 而 且 比 较 易 于 了 解 的 形式 , 仿 
下 列 定义 在 公理 的 前 面 , 这 样 做 是 方便 的 

我 们 襄 , 数 的 集合 及 先 于 数 的 集合 二 当 且 仅 当 , 下 的 每 一 个 
数 小 于 工 的 每 -- 个 数 。 

我 们 褒 , 数 分 隔 数 的 集合 民 和 数 的 集合 上 ， 当 上 且 仅 当 ， 对 于 
不 同 于 zx 的 任何 两 个 元 素 玉 中 的 工 和 二 中 的 多 我 们 有 : 

Zz<z 而 且 ><y。 
在 这 两 个 定义 的 基础 上 我 们 能 够 简单 地 陈 这 连 种 性 公理 如 
下 ， 

和 如果 一 个 数 的 集 合 先 于 另 一 个 数 的 集合 ， 闭 么 至 少 有 一 小 
”分 膨 这 两 个 集合 。。 : 
我 们 从 前 面 的 计 芥 已 释 热 悉 了 第 二 类 所 有 的 公理 。 第 三 类 公 


理 虽然 是 新 的 , 但 是 具有 如 此 简单 和 明显 的 内 容 , 以 致 几乎 不 需要 


任何 的 解释 。 或 者 我 们 仅 作 这 样 的 说 明 ， 如 果 公 理 9' 的 前 面 有 符 


中 这 个 生理 是 德国 数学 家 珊 德 夭 (R. Dedekind, 1831 一 1916) 创 立 的 , 不 过 他 法 
示 得 稍为 复杂 一 些 。 他 的 研究 对 于 算术 的 基础 ,特别 是 无 理 数理 葵 的 基础 , 有 互 大 芮 献 ， 
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号 “0” 的 定义 和 天 达 式 “ 正 数 " 的 定义 , 那么 会 理 9' 可 以 为 公式 ， 
0 < 1 
职 者 为 语 丰 
1 是 一 个 正 数 
所 代 蕉 。 
”公理 1,2,5,6' 和 7 正好 构成 我 们 所 就 的 系 许 9ko， 系 将 
一 就 像 锋 价 的 条 壕 9ko- 样 一 一 将 所 有 的 数 构成 的 集合 齐 
划 为 一 个 有 序 交换 群 (参看 8577。 考 虑 新 加 的 公理 35 4';8' 和 9/ 的 
内 容 , 现在 我 们 可 以 描写 整个 系统 如 下 : 

系统 9 志明 ， 所 有 的 数 的 集合 对 于 < 关系 和 加 法 运算 是 一 一 个 
稠密 地 和 束 绩 地 有 序 交 换 群 ， 而 且 宅 在 这 个 集合 中 挑 出 一 个 正 的 
-元素 1 来 。 

从 方法 花 的 观点 看 来 , 系统 外 有 一 些 优点 .就 形式 而 瞪 , 在 所 
` 有 已 考 知 道 的 构成 从 部 算术 的 充足 基础 的 公理 系 纯 中 ， 它 是 最 简 
” 单 的 一 个 , 除 公理 1 以 外 一 一 公理 1 可 以 从 其 余 的 公理 推演 出 来 ， 
昌 则 帮 不 十 分 答 易 一 -， 这 个 系 闵 的 所 有 其 它 公 理 以 及 在 这 些 公 
理 中 出 现 的 基本 蛮 项 是 互相 独立 的 。 另 一 方面 ,有 系 称 对 的 数学 价 





值 是 较 小 的 , 因为 基础 的 简单 使 得 进一步 的 构造 相当 复杂 ， 其 至 腾 


法 的 定义 , 和 有 关 这 个 运算 的 基本 定律 的 推演 都 不 易于 作出 ,几乎 
从 一 开始 , 论证 就 必须 使 用 连续 性 公理 (例如 , 没有 这 个 公理 的 帮 


助 , 在 条 纤 外 的 基础 上 就 不 可 能 证 明 数 去 的 存在 ， 也 就 是 ， 使 得 


y 十 y 一 1 的 数 y 的 存在 )， 并 且 初 学 者 通常 全 发现 根据 这 个 公理 所 
作 的 扒 肉 是 须 为 困难 的 。 


863， 实 数 算术 的 第 二 个 公理 采 桩 ， : 
因为 上 面 提 到 的 理由 , 值得 去 等 找 一 个 不 同 的 公理 系 帮 ,在 这 
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个 公理 系 炖 之 上 构造 算术 。 一 个 这 样 的 条 炖 可 以 用 以 下 方法 得 到 
我 们 用 条款 ?作为 我 们 的 出 发 点 。 我 们 将 采用 三 个 新 的 基本 记 
项 :“ 零 ”“ 一 ”和 “ 积 ”; 像 通常 一 样 , 头 两 个 将 用 符号 “0” 和 “1” 来 
代替 , 同时 表达 式 “ 数 (或 因子 ) x 和 y 的 积 "( 或 “ 工 乘 ? 的 在 果 2) 
将 用 习 用 的 符号 “z*o2 来 代 规 。 此 外 , 将 加 进 十 三 个 新 的 公理 ;在 这 
些 新 公理 中 , 有 两 个 是 我 们 已 烃 知 道 的 , 即 连 种 性 公理 和 加 法 的 可 
行 性 定律 。 这 样 ， 最 后 我 们 得 到 系 太 go"，9" 包含 大 个 基本 蛮 项 
<N “< “ 士 罗 “0" “> 和 "1 而 且 由 以 下 一 十 个 吓 句 所 粗 成 ， 
公理 1/ 如 果 zsgo, 那么 ecy 或 yz。 
公理 27. 如 果 ZX<y 那 和 yx。 
公理 3/. 如 果 xz<Cy 而且 y<z 那么 XZ<z。 
公理 41. 如 果 太 和 工 是 任何 满足 以 下 条 件 的 数 的 集合 ， 
对 于 属于 人 的 任何 工种 属于 工 的 任何 y, 我 们 有 :如果 Xx<y， 
那么 有 一 个 数 z, 对 于 这 个 z, 下 列 条 件 成 立 ， 
如 果 工 是 玉 的 任 一 一 元 素 而 yy 是 工 的 任 一 元 素 ， 又 如 果 ARZ 
而 且 ysz， 那 么 Z<z 而 且 z<oy。 
”公理 5". 对 于 任何 数 y 和 >z 有 一 个 数 工 使 禹 了 一 3 十 和 (换血 
` 话 膏 : 如 果 yEN 而 且 zeN, 那么 y+zEN)。 
公理 6/。 交 十 y 一 4 十 工 。 
公理 7' x 十 GO 十 区 一 《4Z 十 力士 z。 
公理 8， 对 于 储 何 数 工 和 % 有 一 个 数 z 使 得 < 一 ?十 z。 
公理 9/ 如果 y< 过 xz, 那么 XY 十 YX 十 之 。 
公理 10”".。0eN。 z 
公理 11". Z 十 0 一 Ze。 
公理 12/"。 对 于 任何 数 y 和 z, 有 一 个 数 x, 使 得 二 yz( 换 名 
疾 癌 , 如 果 yEN 而 且 xN, 那 么 yze N)。 


路 
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公理 13/. Ze y= ye 

公理 14 ze(y2) = (Xo):z。 

公理 15”".。 对 于 任何 数 工 和 yy, 如 果 :y 志 0, 那么 有 一 个 数 z, 使 
”得 z=y*z。 

公理 16"。 如 果 0< xz 而 且 y<z, 那 么 Ty<<X'z2。 

公理 17 -。 Ze(y 十 2 一 (Xey) 十 (Zez)。 

公理 18”. 1cN， 

, 公理 19".、 Xe1—=X 

公理 20/.0 关 1。 


”864， 第 二 个 公理 和 柔 料 的 进一步 描述 ， 
域 的 概念 和 有 序 域 的 概念 


在 系 芒 9[" 中 , 像 在 系 芒 中 ' 中 一 样 , 可 以 区 分 三 类 公理 。 公 理 

1" 一 4" 租 成 第 一 类 公理 ， 在 其 中 我 们 只 有 两 个 基本 词 项 “N” 和 
“< 第 二 类 公理 由 公理 5 一 117 所 构成 , 它 包 含 另外 两 个 符号 ， 
加 号 “十 "和 符号 “0 ”; 最 后 ， 第 三 类 由 公理 12/ 一 20" 所 构成 , 它 
主要 包含 乘 号 <“。” 和 符号 “1 

除 公理 10" 和 11" 以 外 ， 头 两 类 的 所 有 公理 是 我 们 已 烃 知 首 
的 。 公理 107 和 11" 一 起 说 , 0 是 加 法 运算 的 一 个 ( 右 ) 单 位 元 素 , 一 
般 地 ， 一 个 元 素 x& 称 为 是 运算 0 在 类 K 中 的 一 个 右 的 或 左 的 单位 
元 来 ,如 果 4 属于 而 且 如 果 K 的 每 一 个 元 素 xz 分 别 满足 公式 ，， 

, ， Z OU 一 并 或 2OZ 一 2 

加 果 志 上 是 一 个 有 的 又 是 一 个 左 的 单位 元 素 ， 逆 么 它 箭 音 地 称 为 
` 运算 O 在 类 外 中 的 一 个 单位 元 素 ; 显然 在 一 个 交换 运算 O 的 情 
形 下 ， 每 一 个 有 的 或 左 的 单位 元 素 就 是 一 个 单位 元 素 。 

第 三 类 的 头 三 个 公理 ， 即 公理 19"—14", 是 乘法 的 可 行 性 定 
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律 、 实 换 律 和 第 全 和 ,它们 恰好 对 应 于 公理 5 一 7 公理 a 167" 


公理 对 应 半 如 潜 的 冯 诺 注定 律 和 单 遇 定 和 和 不 是 二 分 准确 的 。 关 
别 在 于 这 一 素 实 ， 即 它 个 的 假设 包含 限制 的 条 件 :“? 失 0” 和 “0< 
253 因此 , 尽管 它们 的 名 字 如 此 , 它们 并 不 容许 我 们 简单 地 断定 , 乘 
法 是 可 反 的 或 者 它 对 于 < 关系 是 单调 的 (在 847 和 849 的 意义 上 )。 

公理 17” 建立 加 法 和 乘法 之 问 的 一 个 基本 联系 ， 它 是 所 导 的 
聚 法 对 于 加 法 的 分 配 律 (或 者 严格 地 说 , 右 分 配 律 )。 一 般 地 毅 , 运 
算 已 称 为 在 类 玉 中 对 于 运算 O 是 有 分 配 的 或 左 分 本 的， 如 果 类 民 
的 任何 三 个 元 崇 z,y 和 z 分 别 满足 公式 ; 

XP(yOz) = (zPy)OCz Pz) 

或 : (XOy) Pz= (zxPz)O (CyPz). 
如 果 运 算是 交换 的 , 右 分 配 和 左 分 配 两 个 概念 相合 , 我 个 简单 地 
院 ,运算 在 类 玉 中 对 于 运算 0 是 分 配 的 / 

最 后 三 个 公理 是 关于 数 1 的。 公理 18” 和 19" 一 起 说 , 1 是 乘 
法 运算 的 一 个 右 单位 元 素 。 公 理 20" 的 内 容 不 需要 任何 膏 明 ， 这 
个 公理 在 算术 的 构造 中 所 超 的 作用 要 比 肾 初 设想 的 大 ， 因 为 没有 
它 的 帮助 , 不 可 能 证 明 所 有 的 数 构成 的 集合 是 无 穷 的 。 

为 了 简单 地 揪 述 在 公理 到 一 8% 12/ 一 15” 和 17” 中 归 之 于 加 
法 和 乘法 的 全 部 性 质 ， 我 们 襄 ， 这 些 公理 将 集合 N 列 划 为 对 于 加 法 
和 乘法 运算 的 一 个 域 (或 者 比较 精确 地 说， 一 个 交换 域 )。 又 如 果 


关 虑 次 序 公理 1" 一 8” 和 单调 公理 9" 和 16”， 集合 N 被 询 划 为 对 
z OC 的 类 , 运算 和 
关系 上 去 。 一 一 最 后 ,如 果 考 虑 连 积 性 公理 4' 和 关于 数 0 与 1 的 
公理 , 即 公理 10”,11", 18" 一 20”, 那么 整个 公理 系统 9[" 的 内 容 可 
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以 描 迟 如 下 ， 

` 柔 琢 了 "下 明 ， 所 有 数 的 集合 是 对 于 二 关 采 及 加 法 和 乘法 二 : 
运算 的 一 个 连 缆 地 有 序 域 , 系 就 of 下 直 这 个 集合 中 施 出 丽 个 下 同 
.的 元 素 0 和 1 来 ,其 中 0 是 加 法 的 单位 元 素 ,而 1 是 乘法 的 单位 元 


$85， 两 个 公理 采 统 的 等 价 ;第 二 个 采 入 的 
方法 论 上 的 缺点 和 数学 上 的 优点 
公理 条 统 和 和 了’' 坚 等 价 的 (或 者 不 如 说 ， 第 一 个 系统 一 构 

增加 符号 “ 0 ”的 定义 和 乘 号 “ . ”的 定义 一 一 这 两 者 可 以 利用 它 的 

基本 鹿 项 陈述 出 来 一 一 , 两 个 系统 就 成 为 等 价 的 )。 不 过 , 这 个 等 价 

竹 的 证 明 不 和 容易。 诚然 从 第 二 个 系统 的 公理 推演 出 第 一 个 有 条 葬 的 

公理 不 是 等 别 困难 ， 但 是 一 涉及 相反 方向 的 工作 ， 从 我 们 早先 的 

说 明 已 考 得 出 , 在 第 一 个 系统 的 基础 上, 定义 乘法 和 证 明 支 配 这 个 

运算 的 基本 定律 〈 它 们 在 第 一 个 系统 中 作为 公理 出 现 ) 都 相当 困 

难 。 

条 六 yy 在 方法 及 方 面 大 大 胜 过 条 靳 7'， 在 WW' 中 公理 的 数 
目 是 9 中 的 两 们 多 。 这 些 公理 不 是 互相 独立 的 ; 例如 ,公理 5” 和 和 
12", 即 加 法 和 乘法 的 可 行 性 定律 ， 可 以 从 其 余 公理 推演 出 来 , 或 
省 ;如果 保留 这 两 个 公理 , 其它 的 一 些 公 理 ， 如 公理 6", 117 和 14， 
可 以 消去 ,基本 词 顶 也 不 是 独立 的 , 因为 其 中 的 三 个 , 即 “<” “0 
和 “1”， 可 以 用 其 它 的 来 定义 (* 在 853 中 已 起 陈述 了 符号 “0”， 


”的 一 个 可 能 的 定义 *), 因 之 公理 的 数 具 可 以 更 加 减少 。 


所 以 , 我 们 知道 系 将 8[' 容许 各 种 各 样 重要 的 化 简 ; 但 是 作为 
这 些 化 简 的 精 果 , 这 个 系 羔 在 数学 上 的 优点 会 大 大 地 了 减少 ,而 这 些 
优点 确 笑 是 很 大 的 .在 系统 3V' 的 基 硝 上 ,可 以 毫 无 困难 地 发 展 实 


i 1 
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数 算术 的 最 重要 的 部 分 ， 一 如 像 数 之 阅 的 基本 关系 的 理 削 ， 加 、 
不 ,有 乘 、 除 四 种 初等 算术 运算 的 理论 ,多 性 方程 式 ,不 等 式 和 函数 的 
理论 。 这 里 要 用 的 推 其 方法 是 十 分 自然 和 非常 初等 的 ;特别 是 在 这 
个 阶段 束 秆 性 公理 完全 不 参加 进来 ， 只 是 当 我 们 过 渡 到 乘 方 、 开 
方 , 取 对 数 这 些 “ 高 等 " 算术 运算 时 , 它 才 起 重要 的 作用 , 而 它 对 于 
无 理 数 存 在 的 证 明 则 是 不 可 步 的 。 我 们 不 知道 有 其 它 的 公理 和 基 
本 家 项 的 系 克 ， 为 实数 算术 的 一 个 初等 的 ， 同 时 是 严格 地 演 炎 和 精 
构 , 提供 一 个 更 便利 的 基础 。 


练 习 

”1. 证 明 ; 所 有 正 数 的 集合 , 关系 <, 乘法 运算 和 数 2 构成 系 粮 
2 的 一 个 模型 ， 因 此 , 这 个 系 闵 在 算术 中 至 少 朋 两 个 不 同 的 解释 。 

”2. 第 V 章 第 6 是 列举 的 关系 中 哪些 是 稠密 的 ? 

*3. 我 们 如 何 表 示 一 一 用 关 条 演算 的 符号 一 一 关系 尺 (在 全 类 
中 ) 是 稠密 的 ? 我们 如 何 用 关 条 演算 中 的 一 个 等 式 表示 关系 及 请 
是 传递 的 又 是 稠密 的 ? (参看 第 V 章 练 习 第 17 题 ,》 

上 以 下 一 些 数 的 集合 中 哪些 为 关系 < 稠 害 地 排 成 区 序 ， 

(a) 所 有 自然 数 的 集合 ， - 

Cb) 所 有 整数 的 集合 

“cy 所 有 有理数 的 集合 ; 

Cd) 所 有 正 数 的 集合 

Ge) 所 有 不 等 于 0 的 数 的 集合 ? 

“5. 为 了 在 系统 儿 的 基础 上 证 明 数 去 的 存在 也 就 是 , 使 得 

之 十 Zz 二 1 
的 数 z 的 存在 , 我 们 可 以 如 下 进行 .全 玉 是 所 有 满足 

Z 二 7X< 1 
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的 数 工 的 集合 ,同样 地 全 工 是 所 有 满足 
1<y 二 3? 
的 数 y 的 集合 ,我 们 首先 证 明 , 集合 及 先 于 集合 工 。 现在 应 用 连 征 
性 公理 ,我 们 得 到 分 隔 集 合 玉 和 工 的 一 个 数 =。 其 次 可 以 证 明 数 > 
旗 不 能 属于 及 (否则 在 玉 中 就 有 一 个 数 工 大 和 于 节 也 不 能 属于 工 。 
从 此 我 全 能 够 推 葵 = 是 所 求 的 数 , 换 名 话 襄 ， : 
多 十 多 二 1 \ 
成 立 。 详 鼻 作 册 上 面 大 致 侯 进 的 证 明 。 
*6. 推广 上 题 的 方法 , 在 系统 中 的 基础 上 证 明 以 下 定理 T， 
T. 对 于 任何 数 2 有 一 个 数 y 使 得 Z 一 ?十 3。 
比较 用 这 种 方法 得 到 的 车 果 和 860 的 襄 明 。- 
"7. 用 上 是 中 的 定理 人 代 蔡 系统 外 中 的 公理 8'。 证 明 这 样 得 
到 的 情 句 系 芋 等 价 于 系 级 吕 。 
”提示 :为 了 从 改变 了 的 系统 推演 公理 g", 在 工 中 以 cz 二 z 代 换 
“z”; 由 于 公理 3' 的 假说 能 角 容 易 地 证 明 , 数 y 请 足 这 个 公理 的 
和 结 其 。 
8. 用 傍 解 释 证 明 的 方法 证 明 ， .在 去 掉 公 再 1 以 后 ， 系 约 9f 成 
为 互相 独 立 的 公理 的 一 个 系 入 。 
*9. 推广 第 VIII 章 练习 第 2 题 ， 答 出 公理 条 A 和 A 的 一 
个 几何 解释 。 
*10. 用 加 辑 符号 写 出 条 入 WW 和 "的 所 有 公理 。 . 
11. 减法 运算 和 除法 运算 以 及 在 第 VIHI 章 练习 第 3 是 中 提 到 
的 一 些 运算 在 所 有 的 数 构成 的 集合 中 有 没有 右 的 或 左 的 单位 元 
素 , 或 者 简单 地 设 , 单位 元 素 ? 点 集 的 加 法 运算 和 乘法 运算 在 所 有 
点 集 的 类 中 有 没有 单位 元 素 ? 
*19. 延明 在 一 个 类 中 交换 的 任何 到 全 在 这 个 类 中 亚 放 有 一 ， 
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”个 单位 元 素 。 又， 推广 第 VI 章 练 习 第 24 是 中 得 到 的 精 果 ， 证 明 
以 下 和 群 花 定理， 

”加 果 类 区 是 对 于 运算 0 的 一 个 交换 群 ， 那么 运算 O 在 类 玉 中 、 
怡 怡 有 一 个 单位 元 素 。 

13. 考虑 加 、 减 、 乘 、 除 和 乘 方 五 种 算术 运算 。 简明 陈述 这 样 一 
些 医 句 ， 它 们 断定 这 些 运算 中 的 一 个 对 于 其 它 的 运算 是 右 分 配 的 
和 左 分 配 的 (一 共有 40 个 这 样 的 诡 甸 ), 并 且 御 定 其 中 哪些 是 轿 的 。 

14. 就 第 VII 章 练习 第 3 题 中 引进 的 A, B, G 和 工 四 种 运 
算 , 解 和 上 题 相同 的 问题 。 又 , 证 明 ; 在 某 -个 数 的 集合 中 可 行 的 
每 一 个 运算 , 在 这 个 集合 中 对 于 运算 A 和 B 是 右 分 配 的 和 左 分 配 
的 。、 

15. 类 的 加 法 对 于 乘法 是 分 配 的 咀 ? 反 过 来 ,类 的 乘法 对 于 加 
法 呢 ?( 参 看 第 IV 章 练习 第 15 题 ) 

16. 第 4 题 中 列举 的 闭 些 数 的 集合 对 于 加 法 和 乘法 是 域 咀 ， 或 
者 对 于 这 些 运 算 和 关系 过 是 有 序 域 晒 ? 

“17. 证明; 由 数 0 和 1 和 组成 的 集合 , 对 于 第 VIII 章 练习 第 6 是 

中 定义 的 运算 中 和 乘法 是 一 个 域 。 

18. 找 出 在 数 0,1 和 2 上 的 这 样 两 种 运算 使 得 这 三 个 数 棚 成 
的 集合 对 于 这 两 种 运算 构成 一 个 域 。 

19. 如 何 利 用 乘法 定义 符号 “1 ”? 

20. 以 下 定理 可 以 从 系 狗 8 的 公理 推演 出来 : 

如 和 泉 0 过 zx, 那么 有 一 个 数 y, 使 得 区 = y°Yy。 

假设 这 个 定理 已 勾 证 明 ,利用 它 从 条 魏 3" 的 公理 推演 下 列 定理 ， 

”<y, 当 且 仅 当 ,Zz 夺 y, 并 且 有 一 个 数 z, 使 得 二 zez 二 y。 

. 这 个 定理 是 否 表明 , 865 中 关于 系 耗 WV" 的 基本 剂 项 的 数目 
“可 能 碱 少 所 作 的 说 有 明正 确 无 误 ? 
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*21. 在 系统 和 V' 的 基础 上 证 明 第 6 题 的 定理 T。 比较 这 个 证 


明和 第 6 题 中 关于 系 纺 中 所 提示 的 证 明 ， 两 个 证 明 中 的 哪 一 个 
比较 困难 和 需要 较 多 的 还 辑 概念 的 知 戴 ? 


提示 :为 了 从 系 入 WW" 推演 定理 T, 应 用 公理 15”, 但 了 ca 
和“y” 分 别 代 换 “y” 和 “x” (不 过 , 首先 必须 证 明 1+1 不 同 于 0); 如 


是 得 到 一 个 数 y， 利用 公理 138 ，17” 和 19 能 修 亚 角 它 消 足 害 理 
人 中 所 入 的 公式 。 
*22. 从 系统 A 的 公理 推演 系统 9 的 所 有 公理 。 


提示 ;为 了 推 芽 绰 公理 35 可 以 假定 第 6 是 的 定理 已 普 在 


系统 87 的 基础 上 证 明 (参看 前 一 练 习 )， 由 此 用 与 第 了 题 中 相同 
的 方法 进行 。 


/时 





推荐 的 芒 移 


在 本 书 和 结束 的 时 候 ; 我 们 想 铅 藏 者 推荐 一 些 著作 , 它 个 对 加 深 
与 扩大 本 书 所 要 求 的 知识 是 会 有 帮助 的 。` 在 下 面 所 列举 的 著作 
中 , 虽然 没有 一 本 是 有 入 地 双 面 地 计 论 了 所 有 本 书 所 识 到 的 辣 题 ， 
但 是 ， 带 实 上 ， 目 前 数 科 书 关于 本 书 研究 的 这 个 价 域 所 提供 的 文 

_ 南 , 还 是 相当 贫乏 的 ， 我 们 很 难 举 出 许多 弃 明 白 易 慷 又 具备 应 有 的 
.严格 性 的 书 。 

| 享 丁 顿 落 : 《代数 的 基本 命题 》 (The Fundamental Proposi~— 
tions of Algebra), J. W. 杨 所 条 《有 关 初 般 的 加 代 数学 十 题 的 瞧 
文集》(1911， 经 旬 ) 中 的 第 四 本 。 

我 们 向 对 于 本 书 最 后 两 章 所 谈 半 硬 有 兴趣 的 读 老 推 荐 这 本 
书 。 茂 者 将 会 发 现 , 在 这 本 书 中 , 关于 实数 与 复数 算术 公理 基础 的 

方法 前 研究 的 成 果 有 一 简要 ,准确 与 清楚 的 陈述 。 
. 路 易 士 落 ， 《符号 溪 辑 研究 》 (A Survey of Symbolic Logi)， 
巴克 菜 1918 年 (已 烙 版 )。 

这 本 书 中 关于 系 芍 的 都 分 , 虽 已 有 些 过 时 , 但 是 ， 关于 历史 的 
部 分 , 却 是 值得 极力 地 推荐 。 因 为 , 这 本 书 对 于 现代 如 辑 的 发 展 提 
供 了 尊 多 重要 的 与 有 系统 的 知 惟 。 

路 易 士 与 兰 玉 德 (CE. H. Langford) 合 著 ;《 符 号 还 辑 》 (Sym- 
bolic Logic), 粒 狗 1932 年 。 

这 本 书包 含 了 关于 符号 退 辑 与 演 释 科学 方法 论 方 面 非常 有 意 
义 与 重要 的 材料 ; 特别 是 语 甸 演算 与 它 的 方法 诸 的 材料 。 然 而 , 它 
不 能 作为 还 辑 与 方法 乔 的 系 入 数 科 忆 , 因为 ,关于 滔 辑 与 方法 座 的 
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许多 重要 于 题 , 它 都 没有 有 涉及。 路 易 士 数 授 在 《符号 还 辑 研究 》 那 
本 书 中 所 提出 的 有 价值 的 历史 材料 ， 没有 包含 在 这 本 书 中 。 

罗 夷 著 ; 《数理 半 学 导论 》(Introduction to Mathematical Phi- 
losophy), 偷 就 1921 年 (2 版 )。 

这 本 书 对 于 现代 还 辑 的 那些 最 重 诡 的 构 念 输 对 了 消 杷 与 易 风 
的 悦 明 ， 特 别 是 关于 那些 证 明 数学 是 还 辑 的 一 部 分 必须 应 用 的 概 
念 。 尤 其 是 , 在 我 们 这 本 书 中 没有 讨 葵 或 只 是 粗 滥 地 涉及 的 间 题 ， 
如 类 型 理 葡 或 有 关 无 穷 公 理 与 选择 公理 的 间 题 ， 在 罗素 这 本 书 中 
都 加 以 计 葡 。 这 本 书 可 以 作为 研究 下 面 要 提 到 的 《数学 原理 》 的 淮 
” 备 茂 物 。 | 

杨 (J. W. Young) 著 《关于 代数 与 几何 基本 概念 讲义 》(Lec- 
tures on Fundamental Concepts of Algebra and Georretry) ,组 - 
税 , 1911 年 。 z 

在 这 本 内 容 非 常 丰富 的 小 书 中 ， 访 者 将 会 看 到 许多 属于 数学 
方法 论 什 域 的 讨 前 与 例证 。 此 外 ， 这 者 还 可 以 从 这 本 书 中 学 习 到 
一 些 关于 一 般 集 合 论 的 基本 概念 。 z 

费 德 格 (JJ. H. Woodger) 六 ,《 理 险 构 造 的 按 术 》 (The Tech-- 
niqué of Theory Construction7， 芝 加 哥 ， 1933 年 , 统一 科学 的 国 
际 百 科 全 书 ,第 2 上 乱 , 第 5 号 。 

这 篇 短 的 论文 ,通过 一 个 具体 例子 ， 将 使 访 者 菇 悉 如 何 构造 一 
个 形式 化 的 注释 理论 的 技术 。 这 本 书 也 包含 了 关于 一 般 的 方法 痊 。 
剖 题 的 诗 花 与 关于 应 用 演 缀 方法 到 经 欢 科 学 的 可 能 性 与 有 效 性 的 
对 阶 。 我 全 极力 地 推荐 这 本 节 ， 允 别 是 推荐 办 那 上 对 最后 一 个 并 
题 有 兴趣 的 读者 。 

下 面 两 本 书 比 前 面 那 些 书 要 艰深 得 移 ， 

卡尔 钠 普 著 ， 《语言 中 加 辑 芳 法 》 (The Logical Syntax of 
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Language), 粗 狗 与 伦敦, 1937 年 。 

这 本 书 是 重要 的 ， 但 却 是 不 容易 芒 的 。 它 的 内 容 相 当 于 我 全 
在 842 中 所 绪 到 的 演 沟 科学 方法 瞪 。 这 本 书 的 重点 ， 放 在 演 酝 科 
学 方法 座 的 研究 成 果 方 面 ， 还 不 如 放 在 概念 工具 的 推演 方面 多 。 
这 本 书 在 系 胡 与 推演 部 分 的 处 理 上 蚌 咕 为 简略 的 ， 这 要 求 荐 者 在 
抽象 的 演 辉 的 思考 方面 有 相当 大 的 能 力 , 来 卉 补 书 中 的 缺 略 , 在 有 
些 地 方 ， 其 至 来 改正 作者 的 论证 。 这 本 书 特别 值得 推荐 答 那 些 对 
”于 方法 葵 的 研究 的 哲学 意义 有 兴趣 的 访 者 。 在 这 本 书 的 整个 篇 幅 
中 , 著者 将 会 看 到 妊 多 有 关上 述 间 题 的 讨论 ， 本 并 是 在 这 本 忆 的 六 
后 部 分 ,还 会 看 到 对 上 述 丙 题 的 系 各 意 见 。 

怀特 海 与 罗素 著 ， 《数学 原理 》, 共 3 元， 剑桥 1925 年 和 1927 
”年 ,第 2 版 。 

这 本 书 便 多 多 次 在 我 们 的 书 中 被 引用 过 。 这 本 书 无 疑 地 是 更 
代 膛 辑 的 最 有 代表 性 的 著作 。 辐 时 , 就 它 所 产生 的 影响 而 论 , 它 答 
还 辑 和 研究 的 发 展 划 出 了 一 个 新 的 时 代 。 作 者 的 目的 ， 是 机 构造 一 
个 完全 的 选辑 条 级 ， 这 个 腺 辑 系 太 将 答 数 学 基础 提供 一 个 充分 的 
根据 。 这 本 书 彻底 地 全 面 地 完成 了 这 个 任务 〈 虽 然 不 是 在 每 个 灯 
节 . 上 都 各 平 邻 天 方法 葵 的 最 严格 的 要 求 )。 对 于 岁数 人 ,学 习 这 本 
用 很 多 符号 应 言 写 成 的 书 ,将 会 是 不 容易 的 , 但 是 , 对 于 任何 一 个 
人 ,如果 他 想 歼 得 关于 现代 愧 辑 所 用 的 概念 工具 的 透彻 知识 , 这 本 
书 却 是 不 可 少 的 。 : 

从 外 国文 献 中 ; 我 们 推荐 下 面 这 些 书 , 在 英文 中 , 与 它们 严格 
相当 的 著作 , 还 是 找 不 到 的 : 

卡尔 稍 普 著 ， 《 晃 辑 斯 蒂 移 要 》CAbriss der Logistik)， 蕉 也 策 ， 


1929 年 《科学 世界 观 论 冯 》(Schriften zur Wissenschaftlichen 
Weltauffassung) 乱 2。 
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这 本 书 虽 然 很 短 ,但 是 , 它 答 了 现代 稻 辑 的 所 有 重要 概念 一 个 
清楚 的 考察 , 因而 , 它 是 上 面 所 提 汉 的 那 本 《数学 原理 》 的 通俗 化 。 
此 外 ,在 这 本 书 中 ,我 们 可 以 看 到 一 些 应 用 晃 辑 概念 与 方法 到 其 他 
科学 中 的 有 意义 的 例子 。 

”和 格 来 林 CK. Grelling) 著 .《 和 集合 葡 》 CMengenlehre) ， 茸 比 锡 与 
柏林 , 1924 年 余数 学 与 物理 丛书 六 和 58)。 

如 果 读 者 想 知道 集合 论 一 般 理 论 的 最 重要 概念 与 根 本 性 成 

” 果 ， 而 又 不 想 致 力 于 更 深入 的 研究 ， 我 们 向 六 者 推荐 这 本 容易 天 民 
的 小 书 。 

希 尔 伯 转 与 网 克 曼 著 , 《数理 园 辑 移 要 》 (Grundziige der theo— 
retischen Logik7， 柏 林 1938 年 ， 第 2 版 《数理 科学 基础 理论 》 
(Grundlehren der mathematischen Wissenschaften), 知 27。 : 

”这 本 书 概 渤 了 数理 胃 辑 的 那些 初步 的 与 基本 的 部 分 ， 并 生计 
” 葵 了 这 些 部 分 的 最 重要 的 方法 花 辣 题 。 这 本 书 斌 严格 又 易 慷 ， 可 
以 作为 系 萄 地 与 深入 地 研究 殉 辑 与 方法 葵 的 大 门 书 。 

浆 尔 兹 ( 理 . Scholz) 著 . 《选辑 史 》 (Geschichte der Losik), 梢 
林 ，1931 年 《分 科 哲 学 见 》 赂 4 )。 

这 本 书 对 于 静 辑 从 二 代理 到 今天 的 发 展 输 巴 了 历史 的 狼 述 。 
作者 对 于 现代 吏 辑 的 广泛 的 作用 的 相信 ,渗透 在 这 书 的 每 一 页 中 。 
文体 的 生动 与 鲜明 , 使 得 这 本 书 巷 至 对 一 般 人 也 是 富有 吸引 力 的 。 

希 尔 伯 畦 与 具 尔 箔 斯 著 .《 数 学 基础 》(Grundlagen der Mathe- 
matik), 湛 2 卷 ,1934 年 与 1939 年 《数理 科学 基础 理 葵 》(Grund- 
lehren der mathematischen Wissenschaften), 乱 40 与 50。 

这 本 书 对 数学 方法 芥 沁 人 所 区 得 的 静 为 重要 的 成 果 给 予 了 一 
个 丰富 的 、 虽 然 不 是 全 面 的 陈述 〈 这 里 数学 方法 葵 是 842 所 谈 的 
那个 意义 )。 班 于 作者 在 方法 论 方 面 的 理论 观点 ， 这 本 书 的 重点 ， 
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是 放 在 用 所 攻 构 河 喝 方法 所 绒 得 的 那些 研究 成 果 上 。 对 这 本 书 (在 
间 类 书 中 , 它 是 唯一 的 ) 没 有 透彻 的 研究 , 就 很 难 在 方法 茶 的 短 域 
中 能 够 进行 狐 立 的 研 完工 作 。 在 巷 这 本 书 时 ， 是 会 碘 到 一 些 困难 
的 , 车 者 会 感到 , 这 本 书 中 材料 为 甚么 如 此 安排 的 理由 不 是 很 明显 
的 ; 但 是 , 从 这 本 书 所 陈述 的 都 是 最 新 的 研究 成 果 与 这 本 书 所 涉及 
的 又 是 一 个 正在 迅速 发 展 的 全 域 这 个 事实 求 看 ， 上 述 那 些 候 点 毕 
黄 是 很 难 避 匈 的 。 

最 后 我 们 要 提 到 一 下 , 在 美国 有 一 个 特别 的 谋 团 ， 即 符号 渤 辑 
学 会 , 它 联 合 了 逮 辑 与 方法 欧 方 面 的 所 有 科学 工作 者 。 从 1986 年 
起 , 这 个 学 会 发 行 了 -一 - 乞 季 刊 :《 符 号 选辑 杂志 》(Journal of Sym- 
~ bolic Logic), 车 尔 赤 与 箱 益 主 乔 。 这 个 杂志 弃 登 载 创造 性 论文 , 也 
: 登载 关于 目前 加 辑 文献 的 定论 。 这 个 期 刊 的 您 1 中 有 一 篇 于 尔 赤 
狂 繁 的 妊 尽 的 目录 ,包括 了 1935 符 以 前 数理 如 加 的 全 部 著作 ， 在 
” 吞 3(1988) 中 又 补充 了 这 个 目录 ， 
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作者 在 这 里 作为 一 个 典型 的 形而上学 者 在 发 矿 论 ， 他 否认 
有 改变 着 的 本 质 , 并且 作 为 唯心 主义 者 , 他 认为 思 欠 规律 对 于 自然 
规律 来 襄 是 第 一 性 的 。 在 现代 数学 中 确实 没有 考察“ 变数 ” 概念 ， 
但 大 不 是 因为 作者 所 指出 的 原因 ， 而 是 因为 为 了 用 数学 方法 来 研 
守 , 必须 使 所 研究 的 概念 服从 于 形式 有 还 辑 的 规律 , 即 对 关于 它 个 的 
某 些 属性 的 间 题 可 以 欠 予 完 公 确定 的 回答 :“ 是 ”或 “ 否 ”。( 第 2 页 

日 我 们 要 提醒 设 : 在 得 术 中 有 并 不 表示 数 的 常 项 ， 例 如 加 号 
“十 ”不 等 号 >” 等 等 。 (第 4 页 ) 
四 所 以 使 用 这 种 省 略 的 术语 ， 是 因为 如 果 在 指示 桓 项 中 以 某 
个 数字 来 代替 变 项 符号 ， 风 它 吕 变 谎 了 完全 确定 的 ( 依 所 代 人 者 而 
定 ) 数 字 记 号 . (第 5 页 ) : 

@ 我 们 要 指出 , 这 个 命题 也 可 以 才 述 如 下 :无 葡 我 们 怎样 选取 
数 工 各 >， 总 可 以 找到 由 它们 决定 的 数 2, 使 得 

TY 
这 对 于 实数 当然 是 正确 的 ， 因 为 它们 是 始 乡 可 以 减 除 的 。 可 是 如 
果 我 们 仅仅 限于 非 负数 , 则 并 非 对 于 任何 一 对 数 x; y 都 存在 着 数 
2 个 得 3 一 ?二 2 对 于 < 一 8 y 一 5 这 一 对 数 来 说 z 就 是 不 在 在 
的 。 . 

,我 们 还 要 指出 ,“ 可 以 找到 ” 这 个 曾 并 不 完全 合适 。 只 要 求 这 
种 数 存在 凌 而 不 管 我 们 能 否 找到 它 。 (第 7 页 ) 

国家 从 要 背 出 ， 在 数学 中 有 时 并 不 加 县 所 。 不 过 包 信 乱 和 由 
变 项 的 任何 已 证 明 的 表达 式 (公理 或 公理 的 推 莉 ), 通常 都 被 看 作 ” 
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为 攻 甸 ， 而 不 是 藩 旬 夯 项 ， 工 且 认 为 自由 变 项 是 为 全 称 量 说 狗 束 
着 的 。 
比如 ， 作者 所 引 的 命题 
~ 2 十 局 =- :b+a 
或 者 : lsinz|g1, 


或 者 ab= (2) (2 sy 


就 是 这 样 的 。 (第 7 责 ) 

因 这 里 问题 不 在 于 思维 既 济 。 现 代数 学 的 符号 标 权 对 于 理解 
和 使 用 来 说 ,确实 比 十 代 希 腊 人 的 方法 方便 (希腊 人 的 方法 是 以 语 
彰 氢 述 一 切 对 象 和 运算 ), 因为 补充 了 通常 口语 的 标记 对 象 和 记 仿 
命题 的 符号 方法 , 扩大 了 数学 的 可 能 性 。( 第 11 页 ) 

旨 这 个 一 般 陈述 如 下 : 。 : 

”在 证 多 画 项 的 某 个 地 方 出 现 的 变 项 在 这 个 地 方 是 绝 东 的 ， 当 = 
且 仅 当 ,这 个 变 项 在 前 面 量 亡 中 出 现 , 而 量 阐 的 作用 又 及 于 裔 句 硬 
项 的 该 部 分 。( 第 14 页 ) 

四 这 里 所 颇 的 一 切 当然 邦 是 有 关 形式 带 辑 的 。 作 者 所 提 到 的 

。 所 有 术语 中 ， 最 合适 的 是 “数理 还 辑 "。 数 理 这 个 制 之 所 以 合适 , 是 

因为 它 研 究 的 基本 对 象 ， 是 数理 学 科 的 还 辑 千 构 及 它 所 使 用 的 证 
明 方 法 ,所 以 它 本 身 也 就 作为 数理 学 科 建 立 起 来 。“ 逮 辑 斯 蒂 ” 这 
个 术 族 特别 不 合适 ， 因 为 现代 外 国资 产 阶级 数 理 耕 学 的 唯心 主义 
流派 之 一 常常 同 它 相 联 系 。( 第 15 页 ) 

加 如 在 序言 中 所 指出 的 , 作者 常常 作为 形而上学 者 发 表 芒 竟 。 
比如 在 这 里 他 很 定 任何 命题 不 是 其 的 就 是 假 的 ， 并 且 只 能 是 非 此 
即 彼 ， 以 便 由 它们 所 发 展 起 来 的 语句 演算 常常 是 可 以 机 械 地 运用 
的 。 因 此 他 没有 提出 “ 菇 名 ”这 个 概念 的 定义 。 汶 了 正确 地 理解 
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“关于 语句 演算 ”这 一 整 章 ， 需 要 注意 ， 称 之 为 落 旬 的 乃 是 或 里 或 

假 ; 并 且 只 能 是 非 此 即 彼 的 命题 。( 第 16 页 ) 四 

了 B 但 是 由 此 不 能 得 出 辕 论 襄 ， 似 平 在 数 事 辑 中 芙 的 概念 实 

质 上 是 不 同 于 通常 的 音义 的 。 间 题 的 实质 在 于 “如 果 …， 那么 …” 

”这 种 联 词 的 定义 上 。 要 明 自 这 一 点 ， 我 且 举 一 个 例子 。 同 一 个 
“KaHou” 这 个 习 , 在 应 用 到 比如 宗 数 仪式 或 美学 规则 的 总 和 上 时 ， 

， ”具有 虽然 相似 的 但 毕 葛 基 本 上 不 同 的 意义。 在 应 用 到 普 乐 上 或 即 
”而 事业 ( 它 在 那里 只 简单 地 意味 着 “标题 活字 ”7 上 时 具有 完全 不 同 
”的 意义 。 因 此 ,关于 这 个 词 在 其 中 出 吏 的 词句 的 里 或 假 的 于 题 , 只 
有 在 确定 “Kaxon” 这 个 词 在 其 中 以 何 种 意义 来 使 用 之 后 才能 解 

决 。 同 样 , 如 果 我 们 改变 了 联 词 “ 如 果 …, 那么 …” 的 意义 , 则 包含 

着 这 个 联 词 的 表达 式 的 芙 或 假 的 两 题 ， 应 当 宰 我 个 以 何 种 意义 来 


使 用 它 而 解决 .如 果 像 在 作者 所 引证 的 例子 中 , 我 们 只 在 下 述 花 断 


的 意义 上 来 理解 表达 式 “如 果 4, 那么 B”, 即 “A 是 假 的 或 者 B 是 

其 的 ”， 也 就 是 向 两 个 刊 断 " 非 A” 或 “B” 中 ; 至 少 有 一 个 是 正确 的 

(或 者 是 非 4A, 或 者 是 B 一 一 如 果 存 在 的 话 )， 

这 两 个 命题 都 是 轿 的 :“ 如 果 2"2 一 5， 那么 考 针 是 一 大 城市 "， 和 

“如 果 2*2=5, 那么 料 狗 是 一 小 城市 ?。 关 于 辣 旬 之 加 的 这 种 排斥 

剖 者 吕 同 时 后 守候 ( 关 以 此 为) 的 可 人 性 的 联系 一 折 尼 之 为 

”条 件 证 名 井 借助 于 联 词 “ 如 果 …, 那么 …" 来 表示 一 一 有 无 意义 这 

个 是 用 是 另 -加 上 可 是 数学 证 明 的 实 路 表明 , 第 一 , 在 数学 中 

称 常 与 这 种 联 词 打交道 , 并且 第 二 ,用 联 词 “如 果 …, 那么 …? 求 表 

、 达 它们 , 决 不 会 导致 误解 。 欲 知 其 悦 ， 请 参见 下 面 特 别 是 下 一 节 专 
门 闪 迹 数学 中 的 昔 桓 丙 题 的 一 节 。 (第 25 页 》 

” 四 昌 联 词 “ 如 果 …, 那么 …” 在 数学 中 通常 也 表明 前 件 与 后 件 “ 

之 癌 的 原因 和 千 果 的 膛 和 联系 。 可 是 由 于 数学 反映 车 外 在 证 界 和 


二 
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种 对 象 之 间 的 最 简单 的 联系 ， 这 些 如 加 联系 在 那 盟 只 从 外 部 方面 
来 加 以 研究 , 于 是 它们 好 像 是 能 够 以 形式 数 画 的 形式 表现 出 来 而 


形式 草 画 若是 借助 于 实质 获 画 和 公称 量词 来 表现 的 。 因 为 在 数学 


以 及 与 它 有 联系 的 数理 还 辑 中 这 种 草 证 是 足够 的 ， 所 以 在 那里 处 


理 的 是 实质 车 面 。 可 是 在 演 构 科学 的 方法 询 中 ， 对 于 逮 辑 联系 的 


考 容 要 深 询 些 , 因此 在 这 里 实质 葡 丙 的 构 念 是 不 名 的。( 第 29 页 ) 

图 昌 实质 上 这 里 所 菊 的 只 是 在 所 谓 精 确 科学 中 过 到 的 定义 。 
而 且 并 不 假定 苇 宰 项 在 它 被 定义 之 前 存在 着 ， 而 是 由 定义 本 身 引 
”大 的 。 此 如 , 《nt》 是 借助 于 这 种 定义 ， 4.9，…o 的 积 的 一 种 纺 因 
而 引入 的 。 加 

欲 知 其 悦 , 请 参见 本 书 第 二 部 分 , (第 33 页 )， 

四 这 些 话 名 的 芙 是 从 我 佰 的 实质 将 西 的 定义 和 从 任何 证 名 
不 是 其 就 是 假 并 有 只 能 是 非 此 即 舍 这 种 情况 得 出 来 的 。 现 在 我 们 
米 考 寨 一 下 语 名 ， | 

(pq \V (qop), 
即 | 
CD 从 刀 得 出 9， 或 者 从 g 得 出 p。 因 为 任何 语 名 不 是 里 的 就 是 假 
的 ,并且 只 能 是 非 此 即 彼 , 所 以 只 能 在 下 列 情况 中 出 现 : 

《1》 语 甸 乡 鞭 和 语句 4 鞭 ， 

(2) 语句 p 假 而 语句 4g 站， 

《3) 语 旬 pp 芙 而 语句 a 假 ， 

(4) 语 委 p 假 和 语句 2 假 。 


在 这 四 种 情况 的 任何 一 种 情况 中 证 名 (I) 都 是 其 的 。 上 比如 我 们 来 
检验 第 三 种 情况 。 四 ， 


”在 这 个 情况 中 , 族 名 “从 得 出 9* 是 假 的 , 因为 是 其 的 ,而 g 
是 假 的 , 而 语 旬 “从 得 出 p" 是 其 的 , 因为 是 假 的 , 而 是 其 的 。 


党 
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因为 即使 李 取 式 的 一 个 元 素 是 里 的 ， 入 政 坟 包 是 有 的， 所 以 整个 上 语 


” 杀 ( 了 是 担 的 。 


如 果 为 进行 斌 如 此 类 的 检 驹 复杂 请 旬 的 凑 假 值 而 六 制图 才 ， 
则 即 获得 莫 值 表 方 法 。( 第 41 页 ) 

四 四 正确 的 代 换 ， 对 于 数理 玩 辑 来 裔 是 一 种 从 一 般 转 化 为 特 
灰 的 专门 的 方法 。 它 的 确切 的 表述 是 很 难 的 。 (第 46 页 ) 

田 加 可 是 数学 的 对 象 决 不 是 机 械 地 容许 依照 这 里 所 指出 的 规 
肥 来 喻 证 。 必 须 对 形式 还 辑 现 律 可 以 应 用 的 程度 作 专 朵 的 研究 

(这 一 点 诺尔 斯 基 作 为 一 位 学 者 , 是 知道 得 很 清楚 的 )。 此 外 , 数学 
体系 是 这 样 复杂 , 在 其 中 犯错 误 不 是 怎样 的 难事 。 让 然 , 推荐 起 划 
提供 了 释 常 找 出 错误 的 可 能 性 。 最 后 , 在 数学 体系 中 , 主 杰 的 不 是 
依照 完全 的 证 明 的 全 部 规则 来 进行 的 个 别 芥 证 ， 而 是 以 一 定 的 程 
” 序 和 一 定 的 联系 来 进行 的 它 个 的 整个 进程 。( 第 47 页 ) 

四 区 语 旬 (b) 是 其 的 , 如 果 是 就 除了 星期 一 ( 那 时 它 是 假 的 ) 以 
外 的 一 周 内 的 钱 何 一 天 洒 讲 的 斌 。 这 是 必 轩 信 表 方 当 检 及 和 接 得 
来 的 。( 第 44 页) 

四 四 选 首 的 表达 法 一 一 是 这 样 一 种 方法 ， 其 中 语句 是 以 联 齐 
“或 者 …, 或 者 …” 千 合 起 来 的 。 据 此 , 证 名 (a) 的 选 言 表达 法 如 下 
或 者 工 不 能 为 10 除 尽 ,或 者 .z 能 为 2 和 8 除 尽 。 (第 48 页 ) 

外 四 下 面 是 最 后 三 种 表达 式 的 走 述 : 

-区 放 得 尖 生 当 下 取 当 证 概 的 下 4 是 关 的 | 

(《c》 从 pp 得 出 g, 当 且 仅 当 p 或 4 是 假 的 ，， 

《d) 从 pp 得 出 g, 当 且 仅 当 4 是 其 的 ,或 者 p 是 假 的 。 

”请 注意 (b) 和 (d) 是 甘 语 名 ,而 (Cc) 是 腿 阁 句 (如 果 在 前 面 加 一 
”大 称 量 蛮 的 话 )。( 第 49 页 ) 


中 心 我 们 伟 助 于 表达 并 (a) 间 能 够 断定 (如 果 基 种 论断 是 从 其 
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能 区 断 得 出 来 的 闫 ) 第 二 个 论断 是 从 第 一 个 得 来 的 。 因 为 芙 的 话 
句 是 从 任何 语 凶 得 出 来 的 《在 实质 蓝 画 的 意义 上 ), 那 未 任何 语句 
同 它 的 否定 一 起 都 是 能 证 明 的 。 很 明白 ,这 样 的 还 辑 疫 有 任何 价 
值 , 因此 藩 句 (a) 不 能 看 作 是 站 的 。 卫 玉 荐 自己 分析 闸 名 (b) 的 情 
这。 人 (第 50 页 ) 

四 我 们 要 指出 ， 这 个 定义 只 有 在 假定 “属性 ”的 概念 已 知 时 
才 有 意义 。 瑟 可 是 这 个 定律 可 以 以 代 换 规则 的 形式 来 才 述 ， 于 是 “ 属 
性 ”的 概念 就 不 会 明显 地 出 现 。 这 一 规则 的 表述 具有 如 下 形式 ; 

如 办 也 等 于 gq, 划 在 任何 包含 娟 的 其 落 多 中 ， 都 可 以 在 一 个 或 ， 


¥: g。 

我 们 要 提醒 : 在 通常 的 代 换 规则 中 ， 凡是 温 到 变 顶 的 地 方 都 必 
须 代 换 。 

这 个 规则 表述 在 下 面 ， 并 且 作 者 在 这 一 章 中 所 有 的 进一步 的 
询 证 都 以 此 为 根据 。( 第 52 页 ) 


昌 昌 我 们 将 借助 于 我 们 的 规则 来 证 明定 律 (ID， CGID 系 GV)， 
(GD Z 一 Xe 


很 明白 ， 如 果 在 任何 包含 语句 中 在 一 个 或 几 个 地 方 用 和 
己 代 远 它 自己 ， 则 这 个 证 向 的 近 义 是 不 全 政变 的 
QD . ”如 果 X==y; 那 么 Y=。 


我 们 假定 , 如 果 在 任何 包含 x 的 芙 语句 中 ,在 一 个 或 几 个 地 方 

用 y 代 z, 基 所 得 语句 仍 为 芙 的 。 设 语句 A 包含 % 如 果 我 们 在 这 
个 语句 中 用 工 来 代 y, 则 得 语句 B。 四 
由 B 的 否定 得 出 A 的 否定 , 因为 如 果 B 的 否定 是 芙 的 , 则 A 

的 否定 也 是 导 的 , 因为 它 是 以 几 个 地 方 用 y 代 z 而 从 B 得 再 求 的 ， 
而 z=y; 如 果 B 的 否定 是 假 的 , 则 从 它 可 以 得 出 随便 什么 。 因 此 
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根据 逆反 定律 从 A 得 出 B 是 正确 的 。 如 果 现 在 A 是 芙 的 狠 , 则 按 
照 分 离 规则 , 我 们 可 以 得 出 也 也 是 四 的 烙 队 。 这 就 是 说 , 在 任何 包 
会 y 的 其 语 旬 中 ， 和 人 有 丰 一 个 臣 几 个 于 方 有 zx 来 代 它 , 即 
(IV) 如 果 X= 二 y 且 y 一 = 闭 么 二 2。 
”如 果 我 们 在 包含 -的 划 表 达 式 中 ， 在 一 个 放 个 地 才 周 迷 
代 它 , 则 我 们 获得 芙 语 名 ; 然后 如 果 我 们 在 一 切 地 方 ,都 用 z 来 代 


划 我 们 又 获得 其 语 句 。 这 就 是 就 ， 如 果 我 们 在 包含 x 的 里 语句 


让， 在 一 个 或 几 个 地 广 用 六 代 必 记 ， 则 我 们 又 奖 得 时 本 名 因此 
Z 一 Z。 (第 55 页 ) 
他 全 概念 及 其 名 字 的 这 种 差别 是 非常 重要 的 。 这 种 差别 在 应 

用 于 指示 丙 项 和 艺名 西 项 时 具有 特殊 重要 的 意义 。 例 如 

1 十 27 十 8 | 
这 是 个 指示 画 项 , 如 果 我 们 用 某 数 求 代 zx, 它 就 获得 数值 。 可 是 称 
为 多 项 式 的 

“T4227+8” 

则 是 数学 的 另 一 个 部 门 的 对 象 了 .这 样 , 从 指示 醒 项 和 谢 匀 画 项 就 
获得 了 数学 和 数 殖 沙 辑 其 他 部 分 所 研究 的 个 别 对 象 。 (第 58 页 ) 
”日 昌 这 里 作者 又 作为 形而上学 者 在 发 表 议 葡 了 ;因为 他 认为 
在 数学 的 一 切 部 门 ,并 且 在 任何 情况 下 , 对 象 都 应 该 与 自己 同一 。 
在 数学 的 任何 部 门 中 根据 同一 律 来 作 代 换 需要 事先 加 以 第 查 、 关 
于 相等 和 不 等 构 念 的 相对 性 ， 由 称 为 同 余 式 理论 的 那个 算术 部 门 
所 证 明 。 在 这 个 部 门 中 整数 之 闻 的 差 数 如 果 等 于 已 知 数 7; 则 这 
些 整 数 就 被 认为 是 相等 的 。 不 错 ， 在 数学 中 通常 检 购 是 否 可 以 应 

用 同一 律 是 非常 简单 的 , 因此 常 被 忽略 了 。( 第 59 页 ) 
个 四 在 裔 名 的 有 内 容 的 还 辑 糙 构 中 ， 变 项 正 是 标志 着 证 和 人 名。 属 





入 
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性 就 是 四 或 假 一 一 这 是 痰 名 本身 的 属性 ， 而 咱 句 的 泪 算 则 研究 这 
种 属性 ， 这 各 属性 只 是 依 呈 名 的 外 部 形式 而 定 。( 显 然 , 塔 尔 斯 基 认 
为 在 苹 名 演算 中 所 其 断 的 只 是 关于 语句 的 名 学 的 属性 .) (第 64 页 ) ， 

所 图 必须 指出 , 对 数学 来 说 , 通常 的 玩 辑 推荐 必须 先 限 定 披 认 

为 是 个 体 的 对 象 的 旋转 ， 并 且 所 考察 的 闫 仅仅 由 这 些 对 象 构成。 
(第 全 页 ) 

SBtos 参见 注 


， 人 外 . (第 70 页 ) 


思 弗 我 们 再 一 次 提醒 ， 证 多 个 体 对 象 的 范围 ， 亦 即 个 体 域 , 或 


”者 像 现在 我 们 所 可 以 说 的 , 一 切 个 体 的 类 , 应 该 认为 是 在 推 藉 过 程 


中 被 精确 限定 的 。 不 错 , 在 数学 和 数理 还 辑 中 , 各 种 不 同 的 对 象 域 
〈 视 所 研 守 的 癌 题 而 定 ? 都 筱 作为 一 切 个 体 的 类 来 考察 。 (第 70 页 ) 

所 @ 这 些 半 题 在 现代 渤 辑 中 具有 非常 重要 的 意义 。 居 是 在 于 ， 
如 果 容 许 像 在 类 的 理论 中 所 应 用 的 那 种 类 型 的 一 切 推荐 ， 则 可 以 
以 各 种 不 同 的 方法 达到 矛盾 (这 就 是 所 识 集合 论 的 鞠 论 )。 因 为 形 


” 式 吉 辑 的 方法 不 容许 予 盾 (否则 它 就 会 没有 任何 价值 )， 所 以 就 发 


上 生 粮 小 这 一 类 型 推 若 范 转 的 要 求 。 可 是 因为 数学 的 许多 部 门 没有 
这 种 推 芥 就 不 行 , 所 以 每 一 次 都 需要 研究 其 应 用 的 可 能 性 , 而 不 是 
根本 抛 秦 它 倍 。 罗 素 的 琐 辑 类 型 疮 企图 使 这 种 碍 完成 为 多 余 的 ， 
这 种 理喻 基 本 上 是 舍 限 制 数学 的 滔 辑 工具 的 入 备 并 使 之 复杂 化 。 
最 近 苏联 学 者 波 贡 孔 尔 和 谐 畦 科 夫 获得 了 完全 不 同 于 罗素 派 的 浊 


常 宝贵 的 烙 果 。 (第 ?1 页) 


已 吧 请 茂 者 注意 类 的 理 询 中 必 CL 的 关 条 和 匡 名 建 欧 中 力 ->9 
的 关系 的 平行 性 。( 第 72 页 ) 


个 田 再 戎 茂 考 注意 类 的 理 脸 中 加 法 、 采 法 和 求全 类 的 运算 与 
记 句 理 得 中 录 辑 和 、 积 肥 和 否定 运算 的 平行 性 。( 第 76 页 ) 


be 
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四 后 下面 在 §33 中 作者 自己 指出 他 关于 等 势 类 及 基于 基数 的 
凡 脸 不 是 完全 确切 清楚 的 。 我 们 认为, 为 了 氢 述 的 联系 性 , 这 些 竹 

念 必须 在 这 里 解释 清楚 。 

设 我 们 有 了 两 个 类 玉 和 靖 我 们 怎样 最 好 地 比较 这 两 个 类 的 元 
来 的 个 数 电 ?大 综 痢 知道 其 中 的 一 个 做 法 ， 煞 一 数 这 个 类 和 于 个 
类 的 元 素 ， 并 比较 所 获得 的 数目 。 可 是 这 个 方法 不 是 随时 都 可 以 
应 用 的 。 例 如 我 们 来 考察 个 体 对 象 就 是 正 整 数 的 场合 ， 就 比较 偶 


数 的 类 和 非 偶数 的 类 。 很 明白 ， 不 能 一 个 一 个 地 数 这 两 个 类 中 的 


数 , 于 是 我 们 不 得 不 放 素 比较 每 一 个 类 中 的 元 素 的 数目 的 意图 ,或 
者 是 想 出 另 一 种 比较 方法 。 
”原来 我 们 所 知道 的 那 种 方法 , 除了 以 上 指出 的 一 点 以 外 ,并 且 
还 不 是 最 简单 的 .还 有 另 一 种 比较 两 个 类 的 方法 , 让 我 们 举例 来 襄 
明 。 假 定 我 们 要 知道 “秋生 麻 "运动场 票子 数目 够 不 够 。 要 了 解 这 = 
”一 点 ， 完 公 不 需要 数 一 数 有 多 少 人 排队 买 于。 只 需要 把 不 实 狂 每 
”一 个 人 ; 如 果 票 不 够 的 话 ， 旭 排队 买 票 的 人 多 于 售票 处 的 票 ， 如果 
票 有 多 余 ， 则 人 少 于 售票 处 的 票 (实际 上 是 卖 欠 每 个 人 两 张 票 ,可 
是 我 们 为 了 简单 起 见 , 假定 卖 葵 每 个 人 一 张 票 )。 

当 在 售票 处 卖 票 时 ， 这 本 身 就 侈 定 了 下 与 卖 猴 票 的 人 之 间 的 
某 种 联系 。 每 一 张 卖 共 的 票 对 应 于 买 票 的 人 ， 而 买 票 的 人 则 对 应 . 
于 他 的 票 。 用 这 个 例子 可 以 说 明 对 应 的 构 念 。 | 

在 这 个 例子 中 类 天 〈“ 狄 炎 摩 "运动 场 的 票 ) 和 类 元 (球迷 ) 的 元 
素 之 加 有 对 应 关系 。 假 定 一 邹 票 都 售 出 了 “《〈 如 在 两 个 强 队 之 问 进 
行 比 赛 时 常 有 的 情形 )， 则 入 类 的 每 个 元 素 都 对 应 于 工 类 的 某 个 ， 
元 素 。 如 一 切 想 买 到 票 的 人 都 有 票 〔 这 差不多 是 不 可 能 的 情况 )、 
则 工 类 的 每 一 个 元 素 都 对 应 于 玉 类 的 元 素 。 在 这 种 场合 ,很 明 
白 , 这 两 个 类 的 元 素 的 数目 是 相同 的 。 这 样 , 我 们 就 获得 了 上 比较 两 


. 
a i ” 
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个 类 的 元 更 天 目的 新 方法 必须 负 定 第 一 类 的 元 过 与 第 一 类 的 
元 素 之 癌 的 对 应 关系 。 
如 条 在 玉 类 的 元 素 与 L 类 的 元 素 立 间 确 从 了 这 样 的 -和 对应 


A 

素 , 其 这 种 对 应 关系 称 为 一 一 对 应 。 

如 果 在 及 类 和 工 类 元 素 之 间 确 定 了 一 一 对 应 关系， 划 这 两 个 
类 称 为 等 势 类 。 

驶 在 我 们 用 袍 为 严 本 的 概 信 一 基数 来 代替 我 他 先前 “元 来 
的 数目 ”这 个 概念 。 天 类 的 基数 ， 是 与 及 类 等 的 的 一切 类 所 具有 
而 任何 其 他 的 类 都 不 具有 的 属性 。 如 果 我 们 用 关 和 工 类 两 个 
类 , 则 抽象 地 襄 可 能 有 四 种 情况 ， 

(D 天 类 与 二 类 的 某 些 子 类 等 劳 , 了 类 与 及 类 的 某 些 子 关 等 
势 

(2) 天 类 与 志 类 的 某 此 子 类 等 势 ， 但 玉 类 中 不 存在 与 了 类 等 
势 的 子 类 。 ” 

(3) 工 类 与 天 类 的 区 此 子 关 等 和 但 世 类 中 不 存在 与 天 类 等 
劳 的 子 类 。 

(4) 及 关 中 不 存在 与 类 等 东 的 子 奖 , 工 类 中 也 不 有 在 与 K 
类 等 势 的 子 类 。 , 

在 第 一 种 情况 下 可 以 证 明 及 类 和 工 类 是 等 势 的 ;在 第 二 种 靖 
. 况 下 ,自然 会 认为 工 类 的 基数 大 于 玉 类 的 基数 ;而 在 第 三 种 情况 
下 ,下 类 的 基数 大 于 工 类 的 基数 ;最 后 , 可 以 证 明 , 第 四 种 情况 是 不 

可 能 的 (应 蕊 注意 , 整个 类 本 身 是 自己 的 “ 非 正常 的 ” 或 “ 假 ”的 子 

类 ) 。 族 然 第 四 种 情况 是 不 可 能 的 , 则 无 只 及 和 区 两 个 类 是 什么 ， 
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或 者 KK 类 的 基数 大 于 工 类 的 基数 ,或 者 下 类 的 基数 小 于 工 类 的 基 
数 , 或 者 这 两 个 类 是 等 势 的 。 因 此 基数 可 以 加 以 比 驶 , 即 两 个 不 同 
的 基数 中 , 其 中 之 一 个 大 于 另 一 个 (为 了 要 知道 哪 一 个 大 ,就 必须 
挑选 具有 痊 定 的 基数 的 类 ,并 把 这 两 类 加 以 比较 )。 、  “- 

兹 举 数 例 。 人 的 右手 所 有 手指 的 集合 与 左手 所 有 手指 的 集合 
等 势 : 我 们 可 以 把 具有 同样 名 称 的 手指 起 于 对 应 关系 中 。 人 的 手 
和 脚 的 所 有 指头 的 集合 , 具有 上 比 单 是 右手 的 指头 的 集合 大 的 基数 。 
， 小 于 100 的 所 有 一 切 数 的 集合 ,具有 上 比 小 于 50 的 所 有 一 切 数 的 集 

合 较 大 的 基数 。 

可 是 有 一 种 集合 , 具有 与 它们 自己 相同 的 基数 的 “其 ” 子 集 。 

“比如 我 们 来 考察 一 下 整数 0, 1,2… 的 集合 1 偶数 0,2,4… 的 集合 
D 是 这 个 集合 的 其 子 集 。 可 是 可 以 建立 整数 集 工 和 偶数 集 之 间 
的 一 一 对 应 关系 ， 即 今 每 一 个 整数 7 对 应 于 一 借 于 它 的 偶数 24， 
邻 每 一 个 偶数 mw 对 应 于 为 它 的 一 咎 的 整数 容易 看 出 ， 这 是 一 
一 对 应 关系 。 

类 能 够 与 自己 的 “轿子 类 有 -对 应 关系 这 种 属性 , 是 无 闪 
类 不 赔 于 有 劣 类 的 特征 。 我 们 要 在 这 里 莉 出 ， 很 多 无 败类 的 基数 
终于 自然 数 的 类 的 基数 。 例 如 , 自然 数 类 的 任何 无 穷 子 类 的 基数 ， 
等 于 整个 类 的 基数 ,一切 有 理 数 集合 的 基数 也 是 可 数 的 ( 即 所 诅 自 
然 北 类 的 基数 ) 。 可 是 存在 着 具有 很 大 的 基数 的 无 穷 类 , 例如 图 弧 、 
. 上 的 一 切 点 的 类 或 者 一 切实 数 的 类 。 

任何 有 穷 类 是 与 小 于 某 个 直 然 数 怀 的 所 有 自然 数 的 类 等 势 
的 。 因 此 , 有 益 类 的 基数 可 以 由 某 些 自然 数 汪 来 表征 。( 第 77 页 ) 

四 白 塔 尔 斯 基 说 可 以 把 算术 还 原 为 还 辑 , 这 个 论断 是 不 正确 
的 。 因 为 为 了 还 原 必 须 把 无 穷 公理 引入 玩 辑 ， 而 死 穷 公理 是 有 内 
容 的 数学 公理 , 这 样 , 全 部 算术 连同 无 穷 公理 都 一 起 被 包含 在 膛 辑 
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中 了 。 (第 79 页 ) 

国 提 Ca) 我 个 讨 z=y， 当 旧 仅 当 ,对 于 任何 类 KK, 从 z 息 含 在 类 
及 中， 推出 y 也 包含 在 类 玉 中 ， 反之 亦 然 如 果 y 包含 在 类 尺 中 ， 
则 工 也 包含 在 类 天 中 。 

(b) 关于 类 玉 和 类 元 我 们 说 及 = 工 当 且 仅 当 ,对 于 任何 元 
素 Z 从 工 包 含 在 玉 中 , 推出 工 包 含 在 元 中, 反之 亦 然 : 如 果 工 包 
舍 在 区 中 , 则 工 也 包含 在 玉 中 。( 第 81 页 ) 

全 多 如 果 在 类 的 演算 中 ， 表 和 示 类 的 变 项 为 才 示 语句 的 变 项 所 
代 埠 , 而 运算 符号 ; 求 余 类 的 符号 (')、 和 的 符号 (U) 及 交 的 符号 
( 败 ) 相 应 地 为 否定 符号 (~)、 稻 辑 和 CV ) 及 移 辑 积 C 八 ) 所 代替 , 则 
类 的 演算 的 公式 会 转化 为 语句 演算 的 相应 公式 ， 而 描述 双 类 的 公 
式 会 转化 为 语句 办 辑 的 芙 值 公 式 。 其 原因 在 于 ， 语 句 隶 辑 就 是 一 
共 只 有 一 个 个 体 情形 下 的 类 的 演算 ; 这 时 一 共 只 有 两 类 ， 全 类 与 实 : 
类 , 我 们 含 这 两 类 对 应 于 其 和 假 。 

另 一 方面 , 如果 我 们 要 考 寥 语 句 画 项 
zk, wze€L, 
则 我 们 又 获得 可 用 下 列 公式 表现 的 训 名 沪 算 与 类 演算 的 运算 之 同 
的 对 应 关系 ， 
zEKULOCeR VzelL), 
TE 开 站 ZeCrE 天 人 ED)， 
XE K'e~CreKk). : 

如 果 把 莫 画 A 下 B 解释 为 ~4VB 的 话 ， 可 以 用 类 似 的 方法 
建立 与 推 答 符号 相应 的 运算 。 可 是 它 没有 重大 的 意义 。 但 类 的 演 . 
算 还 有 另 一 种 方式 同 语 名 演算 联系 着 。 即 , 在 KCL 的 情况 下 ,如 
果 我 们 考察 一 下 类 到 和 类 工 ， 则 由 于 元 素 工 具有 类 民 的 属性 , 将 . 
得 出 工具 有 类 工 属性 的 千 座 , 用 符号 来 表示 就 是 
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ta 
ty 
tn 


KCLe(re KreL) 

这 里 记号 起 属于 话 名 演算。 但 是 这 称 平 行 的 情况 是 不 完全 的 。 
”同时 必须 注意 ; 类 的 演算 较 语句 演算 容易 , 至少 是 因为 语句 演 
算 的 运算 是 类 演算 的 运算 的 特殊 情形 :一 一 即 仅 类 是 由 一 个 元 娄 租 
成 的 。( 第 82 页 》 

四 @ 标 各 的 这 各 区 别 是 因为 在 还 辑 的 其 他 部 分 所 考察 的 是 比 
如 由 相等 关系 联系 在 一 起 的 咱 对 象 ， 而 这 里 相等 关系 本 身 是 所 研 
， 完 的 对 象 。 这 里 我 们 所 处 理 的 是 应 用 抽象 法 把 属性 (集合 ) 或 关系 
作为 对 象 的 疝 题 。 在 数学 中 常常 应 用 这 个 方 潜 ， 并 且 是 非常 有 成 
效 的 ,例如 , 在 画 数 葡 中 把 丽 数 , 即 数 之 阅 的 某 种 关系 作为 对 象 . 然 
后 这 个 构 念 又 被 抽象 ,于 是 我 们 就 得 到 一 门 新 的 数学 学 和 , 即 泛 画 
分 析 , 其 所 研究 的 对 象 就 是 画 数 之 间 的 对 应 关系。( 第 89 页 ) 
人 国 图 我 们 将 征明: RR 在 天 类 中 如 果 是 对 称 的、 传递 的 和 自 反 
的 , 则 它 定义 一 相等 关系 ， 如 果 把 及 类 的 子 类 作为 对 象 来 考 竹 ， 
其 中 每 一 个 子 类 的 任何 一 对 元 素 和 yy 都 满足 尺 关系 。 

设 [7] 为 由 所 有 一 切 元 素 * 组 成 的 类 ， 对 基 些 元 来 求 流 公 式 , 


TRZ 
成 立 。 
.我 们 必须 证 明 : 
: [zj]=[y), 
当 且 仅 当 : 
XRy, 


设 有 XRy; 我 们 要 证 明 在 这 种 情况 下 [2] 类 和 [y] 类 是 重合 
的 。 事实 上 ,如 果 zc[z) 即 


XR, 


则 公式 yRx 由 于 对 称 定律 是 正确 的 , 而 由 于 


i Ee ep TE a Eh 
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yRI 和 XRz, 
按照 传递 定律 
y RZ, 
即 zeé[ly]。 。 
反之 , 如 果 zet[y], 即 
y KR, 
则 由 公式 
zzRy 和 yRz 
由 于 关系 的 传递 性 而 得 由 
XRz, 


即 zt[zx]。 因 此 ,如 果 元 素 z 属 于 [zx] 类 , 则 它 也 属于 [y] 类 , 反之 ， 
如 果 元 素 z 属于 [yj] 类 , 划 它 也 属于 [xz] 类 , 即 [zx] 类 和 [yj] 类 是 重合 
的 。 : 
证 [z] 类 和 [g 类 重合 , 我 们 机 证 明 , 在 这 种 情况 下 有 如 下 关系 
rRy, 
事实 上 ， 元 素 y 属于 [yj] 类 ， 因为 由 于 及 关系 的 反 性 ,公式 
yky 
成 立 。 从 而 ye[z]， 加 为 [9] 类 和 [2] 关 是 重合 的 由 此 得 出 ， 
/ rRy, (第 88 页 ) 
四 如果 及 关 采 在 玉 关 中 是 不 对 和 的 、 入 进 的 儿 速 通 的 , 则 
当 公式 
rRy 
成 立时 , 我们 将 说 工 先 于 y。 
由 于 这 种 关系 不 对 称 , 如 果 Z 先 于 yy, 则 y 不 先 于 zx, 又 由 于 伟 ” 
递 性 , 如 果 工 先 于 y, 而 ?上 先 了 于 则 工 先 于 杰 由 于 连通 性 ，z 和 
y 两 个 元 素 中 一 个 应 该 先 于 另 一 个 。 这 些 属 性 也 就 说 明 为 什么 这 


i 和 
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” 种 关系 被 称 为 序列 关 条 。 (第 94 页 ) 
.四 @ 可 是 这 里 所 考察 的 是 作者 所 混淆 的 不 同 的 概念 。 在 公式 
加 TRy | 
中 ,*R 是 关系 ,TRy 在 用 素 物 代入 x 和 y 之 后 就 成 为 贯 或 候 ; 如 果 
我 们 考察 起 达 式 RCy), 则 用 某 事物 (适当 的 个 体 城内 的 事物 ) 代 大 
y 之 后 , 我 们 就 得 到 事物 ， 即 一 般 地 说 不 同 于 其 和 假 的 某 种 东西 。 
因此 ， 尺 在 这 里 是 指示 画 项 。 这 两 个 概念 之 癌 的 联系 用 如 下 的 人 
理 来 表达 : 
任何 单 值 关系 XRy 都 与 某 些 等 式 z= 尽 (y) 等 值 , 这 里 怀 是 
相应 于 尺 关系 的 指示 画 项 。( 第 96 页 ) 、 
后 思 比如 考察 一 下 下 列 关 有 系 
(B/C) ULH/CS/E)]. 

忆 一 是 “是 父母 亲 ” 的 关系 ; XB/Cy 一 一 是 有 一 个 人 z 对 他 来 识 
工 是 z 的 兄弟 ;而 z 是 y 的 父母 亲 , 即 z 是 y 的 叔父 或 伯父 或 乙 父 。 
ZzS/Cy 一 一 是 类 似 的 ,zf 是 y 的 姑姑 或 彝 母 。 

ZzLH/(S/C)]y 的 意思 是 :有 一 个 人 z, 对 他 来 说 
z 是 z 的 丈夫 ,而 z 是 y 的 寻 寻 或 姨 母 。 


xz 是 ? 的 姑父 或 姨 父 。 
因此 x{B/CUCH/(CS/€C)]}y 的 意思 是 : 
” 工 是 y 的 破 父 或 伯父 、 肯 父 , 寻 父 . 嫩 父 。 : 
这 里 还 要 指出 , x 的 姊妹 的 兄弟 不 一 定 是 x 的 兄弟 ， 这 可 以 是 
2 本 身 ;用 符号 来 表示 ， 
. B/S=BUI 
(这 里 I 是 等 同 符号 )。( 第 106 页) 
名 四 比如 我 们 来 考察 一 下 上 一 个 练 习 中 的 关系 B/F 和 FVB。 
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第 一 个 表示 叔 伯 ， 第 二 个 是 玫 示 父亲 (兄弟 的 父亲 也 就 是 父亲 )。 
现在 我 们 将 还 明 第 二 个 论断 。 设 下 列 公式 是 正确 的 


zCR7S)9 
这 就 是 襄 
y CR/S) zo 
也 是 正确 的 . : 
即 存 在 着 满足 yRz 和:zSz 这样 的 z，， 
因此 ， 四 
存在 着 满足 xx 和 = 六 3 这 样 的 z; 
从 而 ， | ° 
z 六 总 /总 y。 
另 一 方 也 同样 证 明 。 (第 107 页 )  ， 
加 CO 我 们 有 
从 工具 


因为 由 于 不 对 称 ， 对 于 任何 2 包括 3 二 工 在 内 , XRy 和 yRZ 这 两 
个 公式 中 至 少 有 一 个 是 不 正确 的 。 上 述 公式 等 值 于 : 
XR’'Z; 
因此 , R' 关系 是 自 反 的 。 

其 次 ,TRy 和 yRzx 这 两 个 公式 中 ， 由 于 不 对 称 ， 至 少 有 一 个 
是 不 正确 的 。 这 就 是 襄 ， 
z R'y 或 yR 

这 两 个 公式 中 ， 吾 沙 有 -个 是 正太 的 。 

《d) 杷 下列 公式 是 正确 的 ， 
Ry 和 >R 


各 
ml 
让 


~zRy 和 ~yRz; 
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由 于 RR 关系 是 速 通 的 ， 出 此 得 出 
zRy 和 yRz。 
如 果 公 式 : 
z | XR'z 
不 是 正确 的 , 即 公式 
TRz 
”是 正确 的 ， 则 由 于 太 关 系 的 传闻 性 。 
从 公式 
Z 人 zx 和 ty 
可 得 出: 
XRy, 


因此 , 公式 x R'z 是 正确 的 。( 第 111 页 ) 
因 折 zR/Ry 是 表示 存在 着 这 样 的 z, 即 
XRz 和 zRy, 
所 有 一 切 菠 负 R/RCR 天 示 。 | z 
如 果 存 在 着 这 样 的 z, 即 XRz 和 zRy, 旭 4+Ry， 这 就 是 侍 递 
性 的 定义 。 
公式 DCRUR 是 才 示 : 
如 果 工 不 同 于 y， 则 TRy 或 >R ZX 一 一 这 是 关系 民 的 连通 性 
的 定义 。 . : 
对 称 竹 的 关系 ,类 位 的 用 下 列 公 式 来 表示 ， 
: R=k, 
不 对 称 性 划 以 下 列 公 成 来 表示 ， 
z RCR’- 


-| 


' . . 1 


不 传递 性 用 下 列 公 式 来 表示 : 
.RR/RCR', 


dR EE ee 
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公式 及 / 帮 CI 表示 

如 果 存 在 着 这 样 的 z, 即 zRz 和 zkKy (或 yRz), 则 =y。 
这 是 尺 关 系 单 值 的 定义 。( 第 111 页 ) 

”克昌 作者 的 这 些 识 葡 是 完全 没有 内容 的 。 他 的 理想 没有 任何 
科学 意义 ， 并 且 数 学 学 科 的 构 光 造 原 则 不 是 由 于 某 种 折 圳 办 法 而 产 ， 
壬 的 。 
志 际 上 公理 方 沪 或 滨 香 广 六 的 任务 是 确 证 辽 学 科 命 大 之 癌 的 
联系 及 其 进一步 的 发 展 。( 第 114 页 ) 
加 加 挑选 某 些 命题 作为 公理 不 必 是 由 于 其 明显 性 ,例如 , 我们 
回忆 一 下 洛 巴 契 夫 斯 基 几 何 学 关于 平行 继 的 公理 就 行 了 。( 关 于 
挑选 公理 , 请 参见 本 书 § 39 注 BB。)( 第 114 页 ) 

四 国 作者 在 下 面 〈 参 见 注 Be) 没有 遵守 这 个 惧 的 定义 。 (第 
114 页 ) 

因 因 作者 在 这 里 告诉 我 们 ， 我 何 没有 权利 利用 这 一 点 以 建立 
” 演 积 理论 中 命题 的 里 ， 可 是 却 没 有 提出 关于 我 们 所 掌握 的 那些 工 
具 的 完全 观念 。 除 了 未 定义 的 鹿 项 和 公理 之 外 ， 还 应 该 知道 有 可 
”能 从 被 认为 是 芙 的 语句 张 得 也 必须 认为 是 芙 的 其 他 语 甸 的 规则 。 
也 许 作 者 在 这 里 是 假定 应 用 通常 的 推荐 规则 ; 作者 在 下 面 (8407 指 
出 必须 有 推荐 规则 来 构成 演 粹 理论， 并 且 他 将 在 形式 化 的 形式 中 
考察 这 些 规则 。 : z 

在 演 释 理论 中 , 除了 公理 和 不 定义 的 市 项 之 处 , 也 提供 可 以 用 
”来 获 得 这 种 理论 的 新 语句 的 推 遍 规划 , 必须 指出 ; 随 
著 这 种 理 花 的 发 展 ,规划 的 储备 扩大 了 , 因为 每 一 个 新 证 明 的 原理 
都 可 以 用 对 于 获得 新 定理 适用 的 推 葵 规 则 的 形式 表述 出 来 〈 当 然 
也 可 以 借助 于 有 旧 规 则 把 它 个 推导 出 来 ) 。. 

注释 方法 的 意义 (除了 建立 该 理论 各 命题 之 两 的 联系 之 外 ) 在 





We 


了 证 靖 :天生 :本 网 昌 计 测 且 汪 再 cr 到 惠 和 二 才 
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于 使 用 这 种 方法 的 那些 科学 中 ， 没 有 必要 在 实 路 中 检 肘 苇 理 沦 的 
一 切 原理 ， 而 只 要 给 只 该 理 阶 中 基本 原理 的 正确 性 及 推导 规则 的 
可 应 用 性 就 够 了 。( 第 115 页 ) 
“ @ 旬 应 当 指出 , 用 这 种 方法 (并 且 是 借助 于 推导 规则 ) 可 以 构 
成 的 , 不 是 整个 数理 玩 却 , 而 常常 只 是 它 的 某 些 部 分 。( 第 115 页 ) 
@ 公 就 政 儿 里 德 “几何 原本 ”是 实行 演 炊 方法 的 例子 是 不 正确 
的 。 比如, 在 其 中 没有 几何 公理 的 体系 :那里 所 表述 的 公理 差不多 
都 是 关于 退 辑 的 恒 等 概 念 的 ， 而 公设 则 是 确定 哪些 课题 欧 几 里 德 
， 认 为 是 已 释 解 决 了 的 (比如 关于 平行 炙 的 公设 , 是 以 下 列 指 全 的 形 
式 表 述 的 ， 在 怎样 的 情况 下 求 两 条 十 效 的 交点 的 课题 可 以 认为 是 
已 经 解决 ); 在 该 书 中 , 把 其 他 儿 何 课题 化 为 那些 已 认为 解决 了 的 
课题 , 这 一 点 占据 闭 重 要 的 地 位 。( 第 115 页 7 z 
因 曙 如 果 认 为 在 演 友 理 苍 中 仅仅 存在 车 有 穷 个 基本 原理 〈 公 
理 和 能 行 的 推荐 规则 》 姑 用 演 粹 法 几乎 不 能 建立 一 个 像样 的 数学 
理论 ,虽然 有 一 个 时 候 有 人 认为 数学 理 葵 之 所 以 不 同 于 其他 科学 ， 
是 因为 在 数学 理论 中 一 切 原理 都 可 以 由 有 和 穷 个 基本 原理 推导 出 
来 。 单 是 算术 就 不 可 能 用 这 样 的 方式 建立 起 来 。( 第 116 页 ) 
罗 瓜 这 个 疼 壕 得 非常 好 的 例子 夫 明 : 演 粹 科学 的 注 涩 论 , 不 仅 - 
对 于 一 般 地 考察 这 些 科学 是 必需 的 ， 而 且 可 以 借助 于 它 在 这 些 科 
学 中 获得 重要 的 糙 朱 。 关 于 解释 的 问题 ， 对 于 洛 巴 契 夫 斯 基 几 何 
学 具有 重要 意义 。 洛 巴 自 夫 斯 基 几 何 学 ， 是 由 于 对 在 行 公理 独立 
于 几何 学 其 他 公理 的 方法 葵 的 研 完 而 产生 的 。 当 治 巴 契 夫 斯 基 几 
何 学 在 普通 几何 学 里 得 到 解释 时 ， 这 个 癌 题 也 就 在 积极 的 意义 上 
最 钵 解决 了 。( 第 121 页 ) z 
辐 昌 在 使 用 这 条 定理 时 , 些 黄 需 要 某 各 程度 的 惯 重 ， 讨 我 们 的 
体系 由 下 面 一 个 公理 粗 成 


NT ke de i 了 和 区 
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a=0\Va=1, . 

从 这 个 全 理 可 以 作为 入 推导 册 《 簿 单 池 借 助 于 人 称 最 出 
另 一 种 写法 )， 
(x) (z= OVz=1). 
很 容易 构成 由 两 个 元 素 租 成 的 这 个 体系 的 模型 ， 共 中 之 一 用 符号 
0 来 宴 示 ， 另 一 个 用 符号 1 来 者 示 。 可 是 由 于 轻率 地 应 用 演 笃 法 
定理 所 能 获得 的 定理 
, 4 二 0\Va=1— (72) Govz-D 
是 不 正确 的 。 

为 了 了 涟 台 这 样 应 用 注 炎 法 定理 的 可 能 性 这 个 定理 有 时 以 下 
这 种 方式 来 才 述 ， ， 

如 果 在 演 辉 理 苍 中 , 从 公理 00 …, 3 得 出 定理 3, 并 且 在 证 
明 这 个 定理 时 , 没有 代 大 我 们 的 公理 中 所 有 的 变 项 ， 也 没有 用 量 衣 
把 它们 狗 束 起 来 , 则 下 列 膛 辑 定理 是 正确 的 : 

90 A 人 WA 人 WC 

这 里 员 是 这 样 得 到 的 还 辑 公式 ， 即 在 表达 式 90 中 该 理 葵 的 一 
切 蛮 项 都 用 相应 的 还 辑 变 项 来 代替 。 如 果 在 基本 公理 中 没有 自由 
变 项 (这 也 就 是 在 用 塔 尔 斯 基 的 叙述 方法 时 所 发 生 的 )， 则 可 以 不 
加 附带 条 件 :在 证 明 中 不 能 代 大 变 项 ， 并 用 量词 把 它们 约束 起 来。 
(第 122 页 ) 

_ 国 @@ 作 者 不 正确 地 把 演 笃 方法 的 吴 跨 意义 同 它 的 理 新 价值 由 
型 开 来 。 它 的 洋 唉 意义 正 是 由 它 的 理 共 价值 决定 的 ， 即 自 它 借以 
正确 地 反映 现实 的 东西 决定 的 。 不 用 马赫 主义 者 所 喜欢 的 关于 思 
稚 名 济 的 议 葵 , 比较 好 的 说 法 是 : 凡是 对 事情 具有 理论 看 法 的 人 居 


”， 玫 就 拥有 获得 笑 果 的 较 大 的 实际 可 能 性 。( 第 123 页 ) 


因 旨 如 果 理 葵 的 词 项 被 吾 解 作 变 项 ， 即 不 与 某 个 一 定 的 解释 
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联系 起 来 的 话 , 则 理论 被 看 作 是 形式 体系 ; 这 比 起 这 种 施法 要 确切 
些 ， 我 们 把 它们 看 作 这 样 ,好 像 我 们 不 知道 它们 的 意思 一 样 。( 第 
124 页 ) | : 

”@@ 间 题 不 在 于 不 能 给 于 解释 的 形式 体 条 是 没有 人 对 它 感到 
兴趣 的 ， 而 在 于 它 对 科学 是 没有 入 之 关系 的 , 因为 科学 是 研究 现实 
多 ， (第 124 真 ) 

芭 四 参见 注 昌 日 (§26)。( 第 125 页 ) 

晤 久 关 于 每 个 演 各 理 葡 ， 都 有 考察 公理 和 基本 词 项 的 一 切 等 
价 体系 的 剖 题 。 实 质 上 这 种 考察 的 可 能 性 均 示 该 注释 理论 的 完 
善 。 在 这 种 考 罕 之 后 公理 体系 的 选择 就 不 是 自发 地 产生 的 ， 而 是 . 
有 意 戴 地 产生 的 , 从 理论 间 述 所 期 望 的 性 质 产生 的 。( 第 127 页 ) 

国 @@ 只 有 在 那些 可 以 应 用 演 简 方 淋 和 仅仅 局 限于 它们 的 科学 
中 , 注释 方法 才 可 以 看 做 是 最 完善 的 。( 第 127 页 》 

” 国 @ 作 者 在 这 里 企图 用 唯心 主义 的 〈 因 为 它 不 是 以 符合 实在 
的 现实 为 前 提 ) 客 观 芙 理 的 定义 ( 它 杰 求 黎 宁 某 些 形 式 规 旭 ), 来 像 
” 换 以 实践 标 难为 基础 的 客观 芙 理 的 概念 。 

形式 化 的 叶 实 章 义 是 以 此 为 基础 的 ， 即 它 提 供 了 可 能 性 洲 家 
达 关 于 所 考 宗 的 科学 理论 的 命题 的 一 切 无 穷 集合 的 一 般 原理 。 例 
如 , 要 检 肤 这 个 理论 的 一 切 命题 具有 某 种 属性 5, 只 要 证 实 下 列 这 
一 点 就 足够 了 : 理 洽 的 一 切 公 一 邦 具有 这 种 属性 , 推荐 的 每 一 个 可 
能 的 步 怠 把 具有 这 种 属性 的 命题 转化 为 也 具有 这 种 属性 的 命题 。 
对 于 补考 守 的 再 闪 的 公理 体系 玉 役 不 矛盾 性 和 独立 性 的 许多 证 明 
就 是 以 类 似 的 方式 完成 的 。 z 

因为 命题 的 形成 规划 及 变形 规则 ( 推 戎 规则 ) 同 时 带 有 对 一 切 
有 内 容 的 解释 都 是 共同 的 、 形 式 的 性 质 , 所 以 “形式 化 ”这 个 术语 是 
完全 恰当 的 。( 第 128 页 ) 
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国 昌 我 们 已 烃 指 则 ,在 形式 化 的 理 静 中 , 符号 在 某 种 意义 上 被 
看 作 是 变 项 , 而 不 是 什么 也 不 麦 示 的 记号 的 精 合 ; 除 此 之 外 , 我 们 
要 指出 ,没有 有 内 容 的 公理 其 至 不 能 建立 完 人 形式 化 的 理论 :因为 
运用 理 询 的 符号 的 规则 是 有 内容 的 。 (第 128 页 ) 
\、 包 四 关于 这 一 点 请 参见 注 SS ($41 的 注 )。( 第 129 页 ) 
鸭 折 上 面 塔 尔 斯 基 断 定 ， 葵 证 的 方法 苍 上 的 正 依 性 恰好 也 是 
明确 性 和 明显 性 所 需要 的 ， 这 里 划 相 反 地 认为 明确 性 和 明显 性 是 
损害 “方法 花 上 的 正确 性 ?的 。( 第 129 页 ) 
因 四 这 里 塔 尔 斯 基 不 是 以 他 在 $36 (参见 注 @@) 中 所 定义 
.意义 一 一 即 不 是 以 可 证 明 性 的 意义 一 一 来 理解 甘 的 。 这 里 他 的 
鞭 理 观 上 比较 正 俏 。 语句 的 里 归根 到 底 总 是 由 实践 的 款 准 来 证 明 


的 。( 第 130 页 ) 


四 四 这 里 问题 不 在 于 闻 哈 的 理想 性 ， 而 在 于 只 有 无 矛 导 的 有 
内 容 的 理 芥 才能 用 注 粹 法 水 发 展 ， 因 为 在 这 种 方法 中 必须 利用 形 
式 还 辑 的 规律 ; 只 有 在 完全 性 的 情况 下 ， 才能 用 演 友 方 法 求 发 展 全 
部 理论 。( 第 131 页 ) 

四 @ 培 尔 斯 基 表 明 ， 可 以 建立 不 也 后 的 理 瀹 ， 可 是 这 种 理论 不 
能 认为 是 其 的 。 在 在 这 个 理 哈 中 下 列 所 有 王 句 都 能 证 明 。 

有 一 正 整数 zx 对 于 它 求 说 Q(z) 是 不 正确 的 [这 里 QCz) 是 某 
个 固定 的 话 旬 画 项 ]。 

QQ (1) 一 一 是 正 依 的 。 
”QQ (9) 一 一 是 正 依 的 。 - 


本 烛 和 生 二 举 关 时 当当 


， ”0Q (m) 一 .是正 依 的 。 
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不 能 同时 证 明 忆 有 这 些 诈 句 的 演 烃 体系 ， 称 之 为 一 不 矛盾 
的 。( 第 131 页 7 

代 因 作者 在 这 里 没有 洁 对 确切 地 指 述 事情 . 不 是 算术 和 儿 何 
不 完全 ， 而 是 所 有 包含 算术 (或 高 等 几何 ) 的 相当 大 的 部 分 的 任何 
形式 化 理论 都 是 不 完全 的 ， 即 不 能 把 算术 (和 高 等 几何) 完全 形式 
化 。 (第 132 页 ) 

” 因 因 作者 用 予 "理喻 的 " 这 个 概念 以 不 正确 的 意义 (在 这 里 及 
340 末 )， 认 为 不 存在 的 事物 具有 任何 理 共 意义 (他 在 840 末 说 :在 
一 咕 上 能 够 使 所 有 数学 学 科 都 具有 形式 化 的 形式 ， 可 是 我 们 刚才 
已 看 到 就 速算 术 也 不 能 形式 化 )。 

不 逢 拓 性 和 完全 性 末 业 具有 重大 的 理光 意义 和 实 胰 意义 。 除 
了 这 一 节 之 末 所 提 到 的 关于 这 个 问题 的 重要 的 研 宪 之 外 ， 不 了 矛盾 
性 的 相对 证 明 在 演 丢 理论 的 建立 中 占据 重要 的 位 置 。 在 这 些 研究 
` 中 , 人 们 认为 某 种 数学 理论 是 不 矛盾 的 , 并 且 在 这 种 条 件 下 证 明基 
他 数学 理论 的 不 矛盾 性 (通常 是 借助 于 解释 )。 例 如 , 非 欧 几 里 德 
“几何 学 (包括 治 巴 契 夫 斯 基 几 何 学 ) 的 不 矛盾 性 是 在 欧 儿 里 德 儿 何 
学 不 矛盾 的 假定 下 证 明 的 。 此 外 , 对 于 算术 来 襄 至 少 在 下 述 意义 上 
也 是 能 够 证 明 不 矛盾 性 的 。 如 果 对 于 每 个 自然 数 ( 数 群 ) 都 可 以 能 
行 地 ( 即 在 实践 上 ) 检 腑 其 芙 的 算术 命题 是 可 以 证 明 的 ， 划 借助 于 
整个 自然 数 算术 在 它 的 这 一 部 分 上 的 解释 ， 可 以 证 明 算术 的 不 矛 
盾 性 。 这 个 烙 果 是 苏联 数学 家 科 尔 莫 六 党 夫 在 1925 年 获得 的 , 然 
后 又 在 1933 年 为 哥 德 尔 获得 。 不 矛盾 性 在 更 为 严格 的 意义 上 为 
. 千 称 和 苏联 数学 家 庄 杂 科 夫 所 证 明 。 

米 此 数学 六 想 看 做 某 种 数学 音阶 可 容许 性 标准 的 不 矛 拓 性 标 
准 ， 不 能 与 实践 标准 对 立 起 来 。 它 是 实践 标准 在 数学 中 的 一 种 形 
式 。 比 如 , 通常 天 多 数 不 矛盾 性 的 证 明 ( 息 对 的 和 相对 的 ) 是 建立 . 


下 
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在 模型 的 构造 上 的 , 即 是 建立 在 发 现 满足 防 玛 询 的 客体 上 的 (第 
133 页 ) 
BB 四 生 部 命题 演算 是 在 这 一 练习 和 以 下 几 个 毕 习 中 可 以 利用 


“的 推荐 规 旭 。 请 项 者 注意 到 号 U 和 由 (这 者 示 运 算 , 即 把 某 些 画 项 


从 与 它们 联系 的 客体 中 分 出 来 ) 不 同 于 记号 CC( 这 表示 它 所 联系 着 
的 客体 之 竟 的 关系 ， 即 在 代 天 具体 的 客体 之 后 KKCL 表 示 轿 或 
假 )。 这 种 区 别 以 此 表现 在 公理 中 : 即 记 号 己 在 公理 中 没有 其 他 计 
号 也 可 出 更 ,而 记号 站 和 UU 只 是 与 记号 己 一 趋 出 现 。( 第 135 页 ) 
: 在 检 朋 了 我 们 所 研究 的 一 切 公理 和 定义 是 其 证 多 之 后 ， 
我 们 应 当 进一步 借助 子 同样 的 芙 值 下 来 检 膨 我们 的 那些 应 用 于 扶 
语 旬 的 推 博 规则, 是 否 重新 给 出 其 散 名 (这 是 很 将 易 做 到 的 ); 因为 
一 切 定理 都 是 借助 于 连 炽 应 用 推荐 规则 从 公理 得 到 的 ， 所 以 它们 
也 是 担 语 名 (参见 注 ®@@@ )。 (第 145 真 ) 


罗 罗 这 所 以 能 发 生 , 是 因为 如 果 公理 体系 是 完 从 的 , 则 任何 能 ， 


在 所 考察 的 理 和 其 范围 内 贮 述 的 落 句 ， 都 能 披 证 明 或 者 被 推翻 。 这 

就 是 说 ， 在 我 们 体系 中 不 能 被 证 明 的 那些 语句 的 否定 是 可 以 证 明 
的 。 因 此 , 如 果 我 们 瑜 加 这 种 话 旬 的 话 , 划 有 些 语 句 和 它 的 否定 都 

将 在 体系 中 。 在 这 里 所 识 的 完全 性 ， 通 常 称 之 为 严格 意义 上 的 完 
全 性 。( 第 146 页 ) 1 
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俄 课本 产 辑 部 趾 


塔 尔 斯 基 按 其 哲学 观点 来 说 接近 于 所 疆 “ 逮 辑 实 证 主义 ”( 或 


“ 逮 辑 炽 且 主义 "， 如 还 有 人 这 样 称呼 它 的 )， 而 “ 膛 辑 实证 主义 ” 


在 最 近 二 十 年 左右 这 个 时 期 中 便 在 若干 欧洲 国家 中 广 为 传 播 ， 现 
在 旭 特 别 在 美国 被 培植 起 来 〈 其 最 著名 的 代表 人 有 物 : 在 英国 是 
淮 竺 根 斯 坦 [L，Wittgensteim] 和 艾 耶 尔 [A. Ayer], 在 美国 是 以 卡 
尔 炳 普 为 首 的 前 “ 蕉 也 炳 学 派 ” 的 成 员 和 波兰 亡命 者 柯 雪 勃 斯 基 
[A、Kox6cxri 和 堪 尔 斯 基 。 像 罗素 、 怀 特 海 和 杜威 (本 Dewey] 
这 些 马 再 派 的 哲学 反动 分 子 也 楼 近 于 这 一 流派 )。 
自 以 为 独创 和 新 颖 的 “ 逮 辑 实证 主义 *, 接 其 原则 立场 来 骂 , 员 

是 马赫 主义 的 继续 , 它 企 图 利用 数理 还 辑 的 某 些 成 就 作 投 机 , 来 弥 、 
补 主观 唯心 主义 的 漏洞 。“ 滔 辑 实证 主义 ”的 拥护 者 在 作 避 旨 主 观 : 
险 心 主义 必然 要 陷 大 的 唯 我 葡 的 移 望 尝试 时 , 使 用 了 其 夸 的 手法 ， 


, 用 还 辑 上 和 数学 上 可 前 证 性 的 祭 准 ( 所 绢 “主观 疝 的 标准 ”) 来 像 换 


客观 芙 理 的 标准 。 
这 个 流派 把 我 们 起 琴 的 至 部 材料 都 归 竺 汶 。 万 觉 烤 料 > Csense- 


动 的 意图 志 楼 近 于 及 茜 主 义 、 据 殊 。 感觉 材料 " 刻 以 “语句 ”或 “ 合 
是 ”的 形式 表述 出 来 ,就 成 了 “科学 的 原料 "”。 两 个 基本 哲学 流派 是 
这 样 “克服 "的; 它们 之 癌 的 斗 学 被 宣称 为 是 “ 假 闻 题 ", 据 屋 是 没有 
任何 实在 意义 和 作用 的 , 因为 这 种 “ 假 关 题 ” 的 产 些 似 乎 与 历史 机 
求 和 社会 凑 题 没有 任何 联系 ， 而 只 是 一 种 我 们 日 常 语言 不 完善 的 
和 结果 。 “科学 邦 甬 主义 "( 有 人 还 这 样 称呼 这 派 人 ) 的 拥护 者 , 力图 





\ 
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在 唯物 主义 和 唯心 主义 国 北 着 进行 越 来 越 尖 锐 斗 细 的 暂 学 的 基本 


间 题 上 使 基 者 糊 姿 ， 企 图 用 话 言 学 的 二 题 来 众 斤 哲学 开题 。 唯 物 
主义 和 唯心 主义 的 “克服 ”， 实 际 上 原来 是 最 平常 的 主观 唯心 主 
义 。 列 宁 当时 关于 驴 严 主义 者 所 说 的 一 切 话 ， 完 完全 全 适用 于 整 


不 好 寺 在 巴 交 菜 和 体 所 主观 只 心 主义 基地 上 的 “对 性 实证 主义 


者 ”。 关 于 这 样 的 学 者 列宁 佛经 写 道 :他 全 在 专 四 领域 内 能 作出 最 
有 价值 的 工作 ， 但 是 “一 有 号 到 哲学 阅 题 的 时 候 ,…… 任 何 一 名 请 ， 
都 不 可 相信 。?@ 

至 于 我 们 对 本 书 的 专门 着 见 和 补充 , 则 可 以 归 糙 如 下 z 

1. 在 塔 尔 斯 基 的 书 中 有 许多 传记 和 文献 目录 的 历史 性 的 附 
注 。 塔 尔 斯 基 在 举 册 某 位 落 者 时 , 从 不 忘记 指出 他 的 国籍 但 这 却 
不 是 始 炽 正确 的 。 此 如， 十 九 世 和 前 年 叶 著 名 的 捷克 哲学 家 和 数 
学 家 波 察 小 ,他 把 他 列 人 德国 人 之 内 ( 见 第 103 页 )。 奥 地 利 政府 
鲁 禁 止 波 察 渚 作 任 何 公开 的 演说 ， 于 是 他 的 那些 包 合 着 超过 魏 尔 
施 特 拉 斯 (K，Weierstrass) 和 康 脸 相 应 的 发 现 三 十 多 年 的 许多 糙 
” 果 和 思想 的 数学 著作 ， 只 是 在 他 浙 世 之 后 了 能 末世 ; 
基本 的 著作 差不多 在 写成 以 后 过 了 一 百年 地 间 手 ， z 

在 这 里 类 辑 部 对 于 下 列 这 个 情况 也 不 能 置 若 关 并， 塔 尔 斯 基 





”对 于 英国 的 .美国 的 、 德国 的 和 辣 他 接近 的 波兰 的 未 辑 学 家 和 数学 


家 在 书 中 非常 乐于 《常常 不 只 一 次 ) 提 及 ， 而 对 于 俄国 学 者 的 著作 
划 只 字 不 提 。 

2. 在 从 事 数 理 愧 辑 方 面 工作 的 苏联 学 老 尾 别 注意 于 能 够 直接 
作 数 学 或 技术 应 用 的 那些 半 题 。 牙 在 辩证 唯物 主义 立场 上 的 苏联 
学 者 所 研究 的 站 正 的 琐 辑 问题 所 以 有 意义 ， 首 先是 因为 这 些 于 题 = 


@ 《列宁 全 集 ) 第 14 乱 ,1957 年 ,人 民 出 版 社 ,第 362 页 。 
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磋 斥 了 实 还 主义 ,形式 主义 、 直觉 主义 与 许多 其 他 流派 和 色彩 的 向 
代 越 来 越 反 动 的 唯心 主义 的 立场 。 

3. 上 世 和 信 十 年 代 俄国 有 才能 的 天 六 现 守 家 和 喀 山 大 学 讲师 
柏 接 顿 , 谢 尔 闭 耶 维 奇 。 。 波 研 蒋 基 (TInaTon CepreeBHd IIopPeIKH 
1846 一 1907) 在 类 演算 (他 首先 把 它 作为 园 村 推理 可 前 杖 和 县 ) 7 方 
面 ,获得 了 非常 出 色 的 成 果 。 

波 列 英 基 与 从 事 数理 还 辑 方 面 工作 的 其 他 先 邓 者 ( 布 / 尔 、 
鄂 方 斯 [W. S. Jevons]. 习 玉 德 、 皮尔斯) 不 同 ， 他 不 夸张 他 所 三 究 
的 击 题 的 还 辑 意义 。 波 列 茨 基 在 他 的 互 著 @《 葵 解 殉 辑 等 式 的 履 
-方法 及 数理 还 辑 的 转换 方法 》( 其 中 包含 着 1882 年 2 月 27 月 和 3 

月 23 日 在 喀 山 大 学 所 属 自然 科学 者 协 会 数理 部 会 贱 上 宣 藏 的 两 
个 通报 ) 中 和 写 道 ， 

“ 三 个 运算 的 体系 (相当 于 塔 尔 斯 基 书 中 所 考察 的 以 U， 人 \, 等 
本 号 标示 的 类 的 运算 。 -一 -大考 注 ), 对 于 构成 完全 的 质 推理 ( 波 列 
鞠 基 所 性 的 质 是 指 具 有 一 个 主 目 变 项 的 语 人 旬 琴 项 。 一 -三 者 注 ) 是 
完全 足够 了 , 它 向 我 们 表明 ， 以 这 三 个 运算 为 基础 的 对 于 质 的 形式 


党 和 


抽 o 如 果 肖 可 忆 准 的， 切 过 程 确实 建立 在 质 推 天 玉 的 原理 上， 
则 必然 将 承认 通 辑 思维 不 仅 不 是 -一般 的 ， 而 且 相 反 地 ， 是 极其 专 
门 的 ,并且 又 是 非常 基本 的 , 因为 它 只 有 与 那些 相当 于 代数 的 基本 
方面 的 量 的 轧 冯 的 初步 了 才能 比较 "(第 XXI 页 )。 

但 同时 波 列 奖 基 清楚 地 意 莽 到 了 这 个 体 条 在 数理 渤 辑 历史 中 


所 占 的 地 位 的 重要 性 。 他 合 写 道 ,“ 我 们 求 看 现在 提 蔚 党 者 审查 的 


四 “小 列 获 基 写 了 15 部 以 上 数理 滤 辑 方面 的 奢 作 ， 大 部 分 都 发 表 于 喀 山 大 学 所 
态 的 各 种 数理 学 会 的 刊物 上 ， 


得 . 


i 和 a 
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著作 时 , 我 们 应 该 说 :(1) 它 包含 着 构成 完 双 的 并且 完 爹 成功 的 质 扒 
” 理 理 葵 的 第 一 个 试 腔 (不 仅 在 我 国文 献 中 并 且 也 在 外 国文 献 中 )， 
(9) 它 是 (除了 关 迹 其 他 作者 的 方法 的 不 多 几 页 以 外 ) 完全 独立 的 
著作, 这 部 著作 所 以 具有 更 为 重大 的 意义 , 是 因为 这 个 理 入 的 最 一 
. 般 的 公式 和 方法 , 只 有 我 们 才 最 早 获得 。 这 个 理论 的 整个 部 分 (从 
推理 到 前 提 ), 无 沦 就 方法 来 襄 还 是 就 可 能 解决 这 一 课题 的 思想 本 
身 来 说 ,都 完 双 独一无二 地 属于 我 们 ” (第 XXIII 一 XXIV 页 )。 

波 列 蒋 基 这 个 估 诗 的 不 错 , 从 下 面 这 一 点 即 可 看 出 : 虽然 他 的 
基本 著作 是 用 俄 交 写 成 的 , 并且 刊载 在 不 易 得 到 的 刊物 上 ,但 是 外 - 
国 的 同道 们 都 据 此 学 习 。 例 如 , 古 杜 拉 〈L. Couturat) 在 其 名 著 
《还 辑 代数 学 》 中 包 述 波 列 蒋 基 的 方法 , 是 在 选辑 代数 学 的 整个 发 
” 展 中 当时 所 能 达到 的 《十 杜 拉 的 书 子 1905 年 间 世 ) 最 完善 的 阶 
段 。 z z 
4. 莫斯科 大 学 数 授 伊 凡 。 伊 凡 妙 锥 奇 日 加 尔 金 (Heaa Hea- 
HOoBHY Kerankgnn t869 一 19477 关于 数理 还 辑 的 最 初 三 部 著作 @， 
是 在 主题 方面 最 楼 近 于 波 里 荧 基 的 著作 的 。 这 些 各 得 非常 平易 潜 
近 的 著作 ,一定 能 为 理解 塔 尔 斯 基 这 本 书 的 读者 所 领会 。 

我 们 要 指出 ， 日 加 尔 金 是 第 一 个 建立 下 列 这 种 形式 的 语句 演 
算 的 人 :用 现代 代数 的 语言 来 说 即 与 模 2 的 剩余 环 同 构 的 代数 环 ; 
换 句 话说 ,他 建立 了 一 种 证 句 玩 辑 ,， 类似 只 有 0 和 1 (任何 整数 除 
以 2 所 得 的 余数 ?两 个 数 的 算术 , 这 种 算术 只 有 两 种 运算 : 加 和 乘 ， 
这 种 运算 不 同 于 通常 的 只 是 1+1=0 (两 个 奇数 的 和 是 偶数 )。 如 
果 我 们 往 制 一 经 这 各 “2 数 算术 ” 的 加 法 表 和 乘法 志 的 话 ， 则 我 们 


Q@ 日 加 尔 金 :《 诅 符号 滩 可 命题 计算 的 技术 》, 载 《数学 少女 集 ) 第 34 答 , 第 1 斯， 
1997 年 玉 符 号 愤 辑 的 算术 化 》，I . 载 《数学 论文 集 ) 第 35 移 , 第 3 一 4 肌 , 1928 年 ; 了 . 同 
上 ,第 36 黎 , 第 3 一 -4 朋 , 1929 年 。 
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得 到 ， 
p | gq | p+a p | gq |p q 
1| 1 0 1| 1 1 .1 
1|1 0 1 1| 0 | 0 
0| 1 | 1 0| 1 | 0 
0| 0 0 0| .0 | 0 











损 在 我 们 把 “1 "解释 作 呐 的 记号 ,0 作为 假 的 本， 于 是 我 
全 的 表 就 将 获得 如 下 的 形式 : : 








p | a | p+g . pl a 12 
| A u ud u 
如 A | u [i 1 A 
1 u a A u A 
A A 4 A A | 4 四 





显然 , 其 中 第 二 个 相 地名 联 前 和 第 一 个 由 当 于 严格 
”), 即 “或 者 办 或 者 q" 形式 的 
语 旬 , 只 有 在 两 个 语句 p, g 中 的 一 个 并 且 只 是 一 个 是 具 的 时 候 ; 

这 个 语 旬 才 是 芙 的 。 此 外 ， 如 果 我 们 把 记号 “ 0” 和 “1” 引 大 我 们 
的 演算 本 身 之 中 ， 则 族 句 还 辑 的 其 余 运 算 就 不 难 还 原 为 这 两 个 运 
算 , 即 加 和 乘 。 比 如 , p 的 否定 以 p+1 的 形式 来 表现 。 确 实 ,否定 
由 下 表 规 定 ， 


入 “ 











@ “ww 代表 “ 臣 ”, :x 代表 “ 假 ”, 一 一 铸 者 注 
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而 对 于 p+1, 我 们 在 ”2 数 算术 ”中 有 : 
» | ot 


1 
0 


1+1=0 
0O+1=1 ‘ 
即 恰恰 与 上 者 一 样 。 因 此 活 身 退 可 完全 转变 为 2 数 策 术 ” “9 
数 算术 ”的 规律 外 已 研究 出 ， 因此 可 以 直接 引用 二流 沉 复 杂 语 旬 的 
技术 中 去 。 

不 久 以 前 ; 1946 年 ， 在 《巴黎 科学 院 报 告 ) 中 发 表 了 控 兰 4 (La- 
lan) 的 注 宙 ,他 在 共 中 提出 了 按照 日 加 尔 金 的 方法 , 把 翘 句 演算 构 
成 为 代数 环 ， 但 完全 不 提 日 加 尔 金 的 落 作 @。 

日 加 尔 金 根 据 其 语句 (命题 ) 演算 进一步 建 立 起 角 蛮 . (用 堪 尔 
斯 基 的 术 放 是 “语句 画 项 ”) 演 算 , 并 且 非 常 简单 漂亮 地 为 只 包含 一 
位 语句 画 项 的 公式 , 即 为 类 的 晃 辑 (并 且 不 花 是 一 次 的 还 是 二 次 的 》 
〈 见 本 忆 第 ?1 页 )， 解 决 了 制定 关 题 〈 昂 本 书 第 130 一 131 页 )。 日 加 
尔 金 的 其 他 著作 都 是 芍 述 一 定 种 类 的 公式 的 更 下 复杂 得 多 的 情况 
的 。 他 能 为 此 解决 (性 何 有 穷 域 ) 我 们 现在 知道 在 一 般 情况 下 @ 不 
能 解决 的 御 定 两 题 。 

5. 与 物理 学 的 危机 一 起 开始 的 帝国 主义 时 代 自 然 科 学 的 危 
栅 , 很 快 就 扩 及 到 数学 基础 方面 , 早 在 战 后 (一 十 年 代 ) 年 代 , 在 屠 








Q@ ”评介 拉 兰 注 舍 的 车 尔 关 注意 到 这 一 点 。 
四 .参见 本 书 第 132 页 。 
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里 就 已 达到 非常 剧烈 的 程度 。 与 数学 的 集合 葵 的 葛 证 ,特别 是 应 用 . 
排 中 律 于 涉及 无 八 的 对 象 域 的 存在 刊 断 有 关 的 一 些 困难 ， 使 直觉 
主义 者 伯劳 威 尔 (L. E. J. Brouwer2 和 维尔 (H.、WeyD 得 出 一 个 和 结 
葵 ， 看 来 好 像 已 为 魏 尔 施 特 拉 斯 、 康 脱 和 戴 德 妊 的 工作 已 最 后 稳 
委 地 花 证 了 的 数学 分 析 的 大 厦 ， 却 建立 在 沙滩 上 。 他 们 所 提出 的 
出 路 ， 就 中 要 求 从 数学 中 排除 一 切 非 构 车 性 的 存在 命题 ， 即 不 是 
建立 在 能 行 地 构造 对 象 的 基础 目 ， 而 对 象 的 存在 却 是 确定 了 的 命 
题 。 但 是 他 们 所 提出 的 这 种 出 路 意味 著 加 在 数学 上 的 如 此 严酷 的 
限制 ，. 以 及 像 伯劳 威 尔 和 和 维尔 等 这 些 学 者 的 唯心 主义 哲学 观点 同 
其 数学 创造 之 问 的 如 此 无 出 路 的 矛盾 是 必然 的 ， 以 至 确实 使 他 全 
”只 有 宣告 数学 基础 的 毫 无 出 路 的 危机 。 反 对 直觉 主义 考 的 有 名 的 
数学 家 希 尔 伯 特 企图 在 形式 主义 的 道路 上 找寻 择 脱 困难 的 出 路 ， 
即 打 算 依靠 使 数学 的 命题 示 失 内 容 意义 并 把 这 站 科学 变 为 独 竺 的 
公式 游戏 求 寻找 摆脱 困难 的 出 路 。 

时 在 1925 年 , 苏联 数学 家 科 尔 莫 攻 光 夫 (A. HKonxoropoa) 
就 发 表 了 《 诅 tertium non datur 原则 》@ 这 一 著作 , 勇敢 而 央 铬 地 
反对 非常 有 威信 的 数学 家 所 持 有 的 形式 主义 以 及 得 觉 主义 。 这 一 
著作 的 基本 思想 在 于 指出 一 种 方法 ， 能 够 把 古典 数学 的 命题 表现 
在 与 它们 相当 的 “ 草 觉 主义 的 "命题 中 ,同时 并 不 破坏 证 明 的 联系 ， 
即 把 声 典 地 证 明了 的 命题 ， 变 成 “直觉 主义 地 ?证 明子 的 命题 (= 在 
可 疑 的 场合 不 使 用 排 中 律 )。 这 样 ,在 唯物 主义 的 处 理 下 , 就 不 为 
数学 基 铀 的 危机 留 下 任何 余地 了 。 因 为 我 倍 话 承认 了 烃 过 论证 的 
“直觉 主义 的 ”( 构 造 的 ) 数学 , 就 必然 要 承认 也 克 过 葵 证 的 吉 典 的 | 
数学 《只 要 我 们 不 武断 地 硬 加 上 主观 唯心 主义 的 站 觉 主义 的 芙 再 


@ 《 论 排 中 律 MX《 数 学 葡文 集 》, 第 32 和 多, 第 646 一 667 页 (1924 一 1925)。 
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-标准 即 可 )。 我 们 要 指出 , 科 尔 莫 蕊 洛 夫 的 著作 早 七 年 就 得 出 了 哥 
德尔 的 有 名 的 结果 。 哥 德尔 借助 于 类 似 的 方法 表明 :“ 直 觉 主 义 的 
算术 和 数 葵 只 是 较 击 册 的 算术 和 数论 清楚 一 些 ， 而 在 实际 上 则 包 
会 着 整个 古典 的 算术 和 数论 , 只 是 解释 稍 有 不 同 。” 

哥 德 尔 的 另 一 个 有 名 的 结果 〈1932 年 ) 在 于 ， 抛 素 排 中 律 的 
“直觉 主义 的 ”命题 膛 辑 不 等 价 于 用 时 值 表 所 构成 的 , 容许 不 同 “ 状 - 
态 ”其 值 ) 的 有 风 数 的 语句 还 辑 , 哥 德 尔 的 这 个 结果 为 苏联 数学 家 
格 里 并 科 (FTmaserxko，B. H.) 预见 到 了 。 他 还 在 1928 年 就 机 智 地 
指出 了 伯劳 威 尔 的 导 辑 与 假设 (除了 芙 和 假 以 外 ) 某 种 “第 三 种 ” 状 


- 态 是 不 相 容 的 。1929 年 格 里 闻 科 除 此 外 还 证 明了 :, 十 典 语 旬 兆 辑 ， 


中 命题 p 是 可 以 证 明 的 ， 则 在 “直觉 主义 ” 稻 辑 中 乡 的 双重 否 
定 [~~(~p)] 也 是 可 以 证 明 的 。 如 果 ~p 可 以 古典 地 证 明 ， 则 它 也 
可 以 “直觉 主义 地 ?证 明 。 
我 们 在 访 到 “直觉 主义 ” 还 辑 时 , 有 意识 地 把 这 一 名 词 放 在 引 
号 里 。 半 是 在 于 直觉 主义 者 同意 新 康德 派 的 马赫 主义 主观 唯心 主 
义 的 观点 。 从 这 一 马赫 主义 主观 唯心 主义 的 立场 来 看 ， 确 实 没有 
择 脱 他 全 所 宣告 的 数学 基础 危机 的 出 路 。 关 于 数学 中 在 没有 根据 
地 使 用 排 中 律 的 场合 下 产生 的 困难 问题 ， 使 苏联 科学 家 从 根本 不 
园 的 观点 感到 兴趣 。 科 尔 英 戈 洛 夫 的 著作 (1932 年 ) 包含 着 把 < 直 
觉 主义 的 " 膛 得 解释 为 “ 疝 是 演算”， 其 中 具有 摆脱 了 直觉 主义 的 认 
戴 葵 前 担 的 对 于 “构造 " 园 辑 的 内 容 意 义 的 唯物 主义 解释 。 
6. 关于 演 释 理 葵 不 矛盾 性 的 间 题 ， 塔 尔 斯 基 提 到 哥 德 尔 的 有 
名 和 结果, 这 个 糙 果 对 算术 不 矛盾 性 的 下 接 (构造 ) 证 明 的 可 能 性 一 
裔 地 次 疑 。 可 是 苏联 数学 家 庄 座 科 夫 提出 了 按 思 想来 说 非常 简单 
” 且 聪 明 的 算术 不 矛盾 性 的 证 明 。 这 个 证 明 的 基础 是 诺 准 科 夫 所 建 
立 的 办 辑 演 第 ， 这 种 演算 除了 语句 水 辑 的 运算 外 ， 还 假定 无 穷 的 





俄 至 本 篇 辑 部 对 549 


(可 数 的 ) 膛 辑 和 及 膛 辑 积 . © 

如 果 这 里 所 谈 的 对 象 域 是 可 数 的 (参见 注 人 SS )， 草 这 个 域 的 
一 切 对 象 都 具有 属性 3 这 个 币 断 ， 就 可 以 用 以 下 这 些 币 断 的 无 穷 
积 玉 代 将 ， “对 象 ma 具有 属性 S, 对 象 wa 也 具有 属性 5,……, 对 象 
an 也 具有 属性 S ”3 ;而 “存在 着 具有 属性 S 的 对 象 ” 这 个 币 断 ， 
则 为 以 下 这 些 制 断 的 无 穷 和 所 代替 : “对象 ca 具有 属性 S, 或 者 对 
象 c 具有 属性 5,….…, 或 者 对 象 w 具有 属性 8, 或 者 ……”。 庄 礁 
科 夫 在 假定 只 把 能 应 用 于 无 办 和 “前 觉 主义 ”数学 的 那些 推 若 工 具 
应 用 于 这 些 “ 和 ”和 “ 积 ” 之 后 , 他 就 表明 , 在 他 的 演算 中 , 属于 这 个 
演算 的 公式 “4” 是 不 能 证 明 的 ,C 如 果 “4” 是 可 以 证 明 的 , 则 按 代替 
规则 从 其 中 可 以 引出 任何 公式 ,一 一 特别 是 B 和 ~B 两 个 公式 ， 
其 中 一 个 是 另 一 个 的 否定 , 即 演算 是 矛盾 的 。 反 之 , 如 果 谐 维 科 夫 
的 演算 是 矛盾 的 , 旭 其 中 可 以 证 明 任何 公式 ,包括 “4 在 内 。) 

， ”在 这 里 特别 出 色 的 是 诸 夏 科 夫 所 获得 的 不 矛盾 性 证 明 ， 已 沟 
不 仅仅 包含 还 辑 窟 义 ， 而 且 包 含 着 直接 的 数学 意义 。 即 , 如 果 我 们 
有 一 个 算术 的 语句 两 项 Cx), 它 对 于 任何 整数 zx 的 蔷 或 假 , 能 用 
有 穷 次 运算 来 检 豚 ， 如 果 我 们 能 够 一 般 地 证 明 存在 数 ,对 于 来 
说, Cn) 是 芙 命题, 则 从 此 “ 穗 粹 的 ” 存在 证 明 中 ,其 诸 徐 科 夫 所 提 
出 的 方法 , 我 们 就 能 求 得 数 的 能 行 的 计算 方法 ;就 可 以 说 能 够 把 

可 能 性 的 证 明 变 为 使 可 能 性 转变 成 现实 的 方法 .@ 

7. 我 们 在 序 车 中 已 释 指 出 ， 恰 巧 是 那些 学 者 们 加 炒 着 进行 上 
有 原则 性 的 尖 镜 斗 押 的 数理 边 辑 和 数学 证 明 论 的 最 有 意思 、 征 论 
中 《苏联 科学 陨 报 告 ) 第 XXIII 称 第 5 期 ， 1939 年 ， 《数学 葵 女 集 }? 第 12 答 ( 德 第 
54 元) 第 2 期 , 1943 年 ,第 231 一 961 真 。 . 
四 想 较 详细 地 了 解 话 灯 科 夫 的 计算 的 省 老 ， 也 可 以 贿 洲 波 英 无 尔 的 著作 K 询 一 


种 计算 逃 辑 和 和 寻 辑 积 的 比例 演算 》[ 载 《数学 葵 女 集 ? 第 7 乱 ( 德 第 49 乱 )， 第 1 期， 
1949 年 ,第 65 一 100 页 ], 其 中 包含 六 诗 稚 科 夫 体系 的 全部 证 明 。 
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最 多 的 间 题 , 在 塔 尔 斯 基 的 书 中 却 简 单 地 迎 避 了 。 就 中 包括 数理 
还 辑 的 葛 徐 和 与 此 有 关 的 罗素 的 还 辑 类 型 前 开题 ， 洋 际 上 这 些 问 
是 堵 尔 斯 基 仅 限于 指出 它们 “属于 避 代 还 竹 的 最 复 厅 的 问题 ”( 第 
71 页 )。 

其 实 这 些 鲁 题 苏联 学 者 波 医 瓦 尔 和 诸 维 科 夫 O 已 成 功 地 找到 
了 一 种 掌握 塔 尔 斯 基 这 本 书 的 基本 材料 的 让 者 完 双 能够 懂得 的 简 
“” 单 且 倒 人 信服 的 解法 ,在 我 们 看 来 , 这 个 解法 甚至 在 初等 数 科 书 中 
“也 特别 值得 详细 地 关 述 ， 因 为 这 是 一 个 昭然 车 揭 的 例子 证 明 掌 握 
唯物 主义 辩证 法 的 原理 对 于 形式 加 辑 方面 的 工作 也 是 多 么 重要 ， 
反之 ,主观 唯心 主义 的 形而上学 , 当 一 旦 涉及 到 较为 精 初 的 腺 辑 关 
题 (比如 , 关于 与 这 些 间 题 相 联 系 的 对 象 域 的 改变 ) 时 , 又 如 何不 
可 避 旭 地 把 研究 者 引 估 死胡同 。 : 

8. 俄国 学 者 辛 芬 开 尔 《ML H. IIIegia 中 Hartkerrby 1887 一 19427) 
的 著作 在 数理 水 辑 的 发 展 史 中 起 着 重要 作用 。 他 是 歼 德 蔷 的 天 玫 
数学 家 夏 图 诺 夫 斯 基 (C.O，LlaryHosckm 亢 1859 一 1929) 的 学 庄 ， 
, 夏 图 诺 夫 斯 基 也 发 表 了 许多 有 关 胃 辑 和 数学 的 明 辑 花 证 的 重要 日 





由 流 医 瓦尔 : 《 效 数 理 严 岩 的 潜 哈 和 集合 座 》, 哉 《数学 路 文 梨 》 第 15 矢 ( 德 第 57 
-起 ) 第 3 期 , 1944 年 , 第 369 一 384 页 。 这 部 医 作 以 下 列 这 些 话 开 始 :“ 本 文 是 以 某 种 就 
作者 所 知 到 更 在 为 止 在 已 发 表 的 与 比 癌 题 有 关 的 基本 获 著 中 向 未 应 用 过 的 新 观点 来 
研究 起 有 类 型 验 的 扩充 的 囊 项 计算 和 所 谓 数 理 愤 辑 的 奸 葛 的 。 这 种 新 观点 非常 篇 单 、- 
明了 而 自然 , 同时 以 完全 新 的 观点 来 提出 整个 脾 葵 问题 "。 

双 参 网 : 

流 奖 瓦尔 :《 尖 于 正常 集合 和 谓词 的 茶 些 潍 辑 定理 》， 载 《数学 给 文集 } 第 16 邹 ( 德 . 
第 58 窟 ) 第 3 期 , 1945 年 。 

小 区 无 尔 : 《 渝 一 种 三 值 计算 及 其 应 用 于 分 析 古典 扩充 西 项 计算 的 牧 论 》 汀 《 数 
学 葡文 集 》 第 4 省 ( 德 第 46 和 做 ), 第 2 期 ， 1938 年 。 

波 蒋 瓦尔 : 《关于 一 种 三 值 计算 不 矛盾 性 关 题 》， 载 (数学 给 文集 》 第 12 移 【 德 第 54 
禾 ), 第 3 期 , 1943 年 。 . 

庄 维 有 夫 . 《 蓄 汉 各 注 者》， 载 《 洲 联 和 学院 报 告 》1947. 年 第 LVI 答 , 第 5 期 。 





， 俄 译本 编辑 部 中 251 


”独创 的 思想 @。 
李 芬 开 尔 在 发 娄 了 以 新 方式 关 明 对 数学 家 来 说 是 基本 的 两 数 
屋 念 和 开辟 构造 吏 辑 演 览 的 新 道路 的 深 列 研究 之 后 , 很 遗憾 , 因 重 
病 很 早 就 离开 了 行列 。 辛 芬 开 尔 在 1924 年 根据 还 在 1920 年 所 作 
的 报告 而 发 表 的 著作 《 论 建 筑 数 理 还 辑 大厦 的 德 石 ?， 在 美国 玩 辑 
学 家 和 数学 家 凯 立 〈H.B. Curry) 和 车 尔 未 的 硼 合 演算 和 1 - 变 
痪 演算 中 被 广 为 利 用 。( 山 立 的 粗 合 溃 算 思想 和 车 尔 赤 的 “S- 粗 
合 ” 思想 直接 来 自 辛 芬 开 尔 ， 车 尔 赤 的 ) -变换 演算 一 般 地 是 辛 芬 
开 尔 关 于 画 数 的 思想 体系 的 形式 化 。 ) 由 于 车 尔 赤 关于 币 定 开题 的 
不 可 解 的 有 名 灶 果 @ 正 是 他 为 了 上 升 到 辛 芬 开 尔 的 钥 合 论 而 获得 
的 , 所 以 他 觉得 是 能 够 利用 来 获得 直接 的 数学 智 果 的 。 比 如 , 苏联 
数学 家 马尔 科 夫 CA，A、Mapkos) 就 是 以 这 种 方式 构成 了 一 系列 租 
”合体 条 理 芥 中 的 课题 ， 而 对 于 租 合体 条 来 说 是 不 存在 算法 葵 的 解 
法 的 @。 
9. 苏联 数学 家 马尔 采 夫 (A. H，Mancues) 的 著作 《 论 一 种 获得 
群 琵 局 部 定理 的 一 般 方 法 》@, 是 论述 数理 还 辑 的 定理 之 一 的 直接 
”的 数学 应 用 的 。 | 
递归 画 数 荐 是 现代 数理 还 辑 的 一 章 ， 递 归 画 数论 表明 了 它 同 
解析 集合 论 的 联系 ， 而 递归 画 数 芥 中 的 一 系列 和 烙 果 是 由 庄 稚 科 夫 
”和 他 所 颁 导 的 讨 玲 班 的 参加 考 获 得 的 。 
10. 应 用 数理 还 辑 的 工具 于 电工 技术 问题 (与 构造 继电器 接点 
国 式 有 关 ) 的 优先 权 是 属于 年 轻 的 苏联 物理 学 家 谢 斯 塔 科 夫 (B.I 


中 大 只 各 波 红 里 寻 关 于 豆 轩 路 夫 斯 直 的 注 文 载 《数学 进展 》1940 年 第 VI 期 ， 
第 314-~321 页 。 


参见 本 省 § 41。 . 
”多 《苏联 科学 院 报告 》, 第 LV 逢 ,第 7 期 及 第 LVII 短 第 3 期 1947 年 。 
多 《国立 伊 凡 话 夫 数 青 学 院 学 报 》 第 1 多 第 1 期 ,1941 年 。 
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Llecrakos) 的 。 谢 斯 塔 科 夫 的 落 作 @ 早 在 1935 年 1 月 就 已 写 好 ， 
可 是 遗憾 的 是 没有 及 时 发 表 ， 虽 然 这 部 著作 是 他 的 修补 博士 学 位 
轮 文 的 基础 。 苏 联 工程 师 加 武 里 洛 夫 (Taepanos, M. A) 为 了 解 较 
复杂 的 继电器 接点 图 式 (其 中 除了 包含 串联 的 和 并 联 的 以 外 , 还 包 
含 所谓 “ 桥 式 ” 的 ) 千 构 的 符号 观念 的 课题 ,构造 了 专门 的 演算 @。 
11. 我 们 对 于 苏联 学 者 关于 数理 滔 辑 及 其 应 用 的 著作 可 以 继 - 
” 芒 大 量 羡 述 。 但 是 我 们 觉得 所 引证 的 已 痉 足 能 证 实 两 个 基本 鸯 
上 _ 
” (1) 数理 还 辑 之 所 以 使 苏联 学 者 感到 兴趣 ， 首 先是 作为 数学 
的 一 部 分 , 作为 新 的 数学 分 支 , 这 种 分 支 具有 专门 的 工具 和 据 有 能 
够 直接 应 用 于 数学 和 技术 的 和 结果 和 方法 ， 
(2) 先进 的 苏联 学 者 在 其 关于 数理 湿 辑 的 著作 中 ， 不 持 蓝 伪 
的 科学 “无 党 派 性 ”的 立场 , 而 塔 尔 斯 基 则 是 以 “无 党 派 性 ” 的 名 义 
来 说 话 的 , 实际 上 这 是 意味 着 为 帝国 主义 反动 派 , 炬 于 哲 学 和 佛 介 
主义 的 目的 服务 的 。 我 国学 者 持 最 先进 的 革命 哲学 即 唯一 能 与 我 
“个 时 代 的 其 正 科学 相 容 的 哲学 一 一 -辩证 唯物 主义 哲学 一 的 观 
”点 ,并 准备 在 所 有 一 切 战 炎 上 , 包括 与 数理 还 辑 及 数学 的 下 辑 基础 
”有 关 的 并 题 方面 , 同 反动 势力 宣战 


加 《继电器 接点 图 式 代数 学 》。 在 谢 斯 塔 科 夫 的 著作 中 , 我 个 可 以 指出 :《 完 全 从 “ 
两 极 构 成 的 两 极 图 式 代数 学 〈A- 图 式 代 数学 ?》， 《技术 物理 杂志 》， 第 XI 和 雹 第 6 期 ， 
1941 年 5《 利 用 继电器 接点 图 式 实现 的 表达 式 的 命 特征 古 项 的 观念 为 苏联 科学 院 
出 版 往 ,《 数 学 丛刊 ?第 10 期 , 1946 年 ,第 529 一 559 页 。 

2 四 天 多 第 一 部 和 《用 站 人 外 兴 术 训 四 上 必 类 和 
学 院 出 版 社 出 版 的 《技术 从 刊 》1945 年 第 153 一 164 页 。 
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引 


这 个 索引 包含 着 在 这 本 书 中 用 于 专门 意义 的 最 重要 的 制 项 和 
表达 式 以 及 正文 中 所 列举 的 一 些 科学 家 的 和 名字， 跟 在 一 个 福 项 后 
4 面 的 方 括 弧 包 含 着 在 本 书 中 用 作 与 茂 漳 项 同 义 的 一 些 才 达 式 。 

， 所 有 的 数字 都 指明 页 码 。 粗 体 数字 指明 主要 的 词 项 和 最 重要 


的 页 码 ,。  - 


一 一 对 应 (One-to-one correspgnden~ 


ce) [以 一 一 对 应 的 方式 色 … 上 映 射 在 … 
(一 mapping)]， 湖 见 : 确立 一 个 序列 
一 一 关系 (One-one relation), 参 具 :一 
一 品 项 
一 一 辐 项 (Biunigue function) [一 一 关 
采 (one-one relation)],100,102 


乙 个 方程 式 的 根 (Root of an equa- 


tion) ,4, 27 

一 个 公理 有 系统 的 实现 (Realization of 
an axiorm system) , 一 种 旋律 理 葵 的 
实现 (一 一 a deductive theory]， 参 
见 :一 个 公理 采 表 的 模型 

一 个 公理 采 和 统 的 模型 〈 实 现 ]， (Model 
[realization] of an axiom system), 


一 种 演 炮 的 理论 的 模型 (一 of a de- 


ductive theory),116,118—123,184 


一 个 关 采 的 前 趋 ‘Predecessor with 
respect to a relation), 85,96 
一 个 关 孙 的 后 域 《Converse-domain 


{Counter-domain) of a relation), 


# 


AT 


85 . 

一 个 关 采 的 后 继 (Successor with res- 
.pect to a relation), 85,96 

一 个 关系 的 否定 关系 [ 余 关 才 】 (Nega- 
tion (Complement) of a relation), 
88,111; 一 个 语句 的 否定 式 (一 of a 
sentence), 16, 184 

一 个 关 膝 的 六 关系 (通关 系 ] (Converse 
of a relation [—relation)), 90, 
111; 一 个 语句 的 逆 刘 甸 ( 逆 语 句 】 (一 
of a sentence {— sentence])，29， 
42—44,167 

一 个 运算 的 知 果 (Result of an Spera- 
tion), 105, 160 


.一 个 运算 的 右 的 单位 元 来 (Right-hand 


unit element of an operation), 205 
一 个 运算 的 左 的 单位 元 业 《Left-hand 
unit element of an operation),205 
一 个 命题 的 推导 ”( 演 香 〉 (Derivation 
[deduction]of a statement),114 
一 个 区 项 的 值 (Value of a function)， 
瑚 见 : 澳 项 值 一 个 变 项 的 值 所 一 一 人 
variable)，4; 应 变 项 的 值 (一 一 the 
dependent variable)， 自 变 项 的 值 
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(— 一 一 independent variable), 
97, 又 参见 , 画 项 值 , 主 目 值 

一 个 画 项 的 相应 值 (Corresponding 
value of a function), 96,100 

一 个 析 取 式 的 可 及 的 意义 (Non-exclu- 
sive meaning of a disjunction), 18 

一 个 类 的 执 (Power of a cjass), 参见 
一 个 类 的 基数 | 

一 个 类 的 元 过 (Member of a class)， 
参见 : 元 素 ; 合 取 式 的 元 素 (一 of a 
conjunction) [涨幅 积 的 因子 ,17; 析 
取 式 的 元 来 .( 一 一 a disjunction) [次 
辑 和 的 被 加 项 ),17 一 18 

一 个 类 的 基数 (元素 的 数 , 权 ] (Cardinal 
number (number of elements, po- 
wer])，66, 76 一 77,102 

一 个 相应 的 丙 项 值 ( 芥 厂 项 指定 一 个 值 ) 
(Correlate [assign) a value of a 


function), 96,100, 105 


一 个 任 值 表 的 行 (Column of a truth 


table) ,38 一 39, 140 

一 个 符号 的 外 形 (Form of a sign)， 
109 

一 个 种 涡 式 的 前 件 [ 假 让 ) (Antecedent 
[hypothesis] of an implication), 
20 一 22, 24—26, 28 一 29, 42, 45, 46 

一 个 获 本 式 的 后 件 ( 戎 论 ) (Consequent 
(conclusion) of an implication) ,26 

一 283,42,46,167 

一 个 汐 柄 式 的 结 葵 (‘Conclusion of an 
implication), 一 个 定理 的 精 苯 (Con- 
clusion of a theoreni)，26 一 28; ;又 
参见 ; 后 件 

”一 个 区 西式 的 假设 (Hypothesis of an 
implication), 一 个 定理 的 假设 (一 一 

‘a theorem),26--27, 28; 双 湖 月 , 一 
个 区 西式 的 前 件 


， 一 元 运算 (Unary operation) ,105 


一 多 关 科 CQne many relation), 参见 
王 项 

一 条 稳 段 的 长 府 (Length of a seg— 
ment), 92, 101. 

一 种 公理 系 张 的 解 和 (Interpretation 

”of an axiom system)， 一 种 沪 稳 的 

理论 的 解 积 (一 一 a deductive theo- 


ry), 116, 119--120, 183—184,194--—— . 
195, 199 ~ 


一 到 ?的 [无 矛盾 的 ] 公 理 采 入 (Consist- 
ent [rion-contradictory} axiom sy8- 
tem), 一 致 的 [无 矛盾 的 ] 演 笃 理 葵 
(Consistent [non-contradictory) 
deductive theory), 129—132, 192 一 
193, 199 

一 般 集 合 答 (General theory of sets) , 
65—69, 102—103 


本 


| 
图 


几何 (Gebmetry), 60, 67, 115 一 1]116，, 

195,132 

几何 图 形 (Geometrical configuration) 
[图形 《一 figure)， 点 的 集合 
set)]，60,65，67，125, 132 几何 的 相 
猎 (一 equality》[ 刀 何 图 形 的 相 和 儿 
(equality of-figures)),60,9394 

二 元 运算 (Binary operation),105,; 一 
元 关系 〈 一 relation), 参见 : 两 项 关系 

二 值 画 项 CTwo-valued function), 99 


三 画 
小 于 (小 于 这 个 关 采 】 (Less than [re- 
lation of being smaller}), 94,147 


(至 多 等 于 ) 《一 so cqual to [at 
most cqduai ), 30, 154 


(point 
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大 于 〔 大 于 这 个 关东 】 (Greater than 
[relation of being greater)), 94, 
147 一 148, 162 

个 体 CIndividuai) ,65, 70,85 

子 类 (Subclass)，, 72 

三 分 (Trichotomy), 参见 : 三 分 律 


”二 起 葵 (Syllogism), 参见 ; 三 女 葵 定律 、 


中 的 Barbara 式 , 直 音 三 段 巷 定律 , 假 
冒 三 段 注定 律 
三 项 关系 《Three-termed [ternary) 
relations)， 三 项 加 项 关系 (一 fanc- 
tional relations), 103 一 1905, 173 
习 玉 德 (E. Schrider),85,135 
画 
不 (not),16—18, 36 
不 等 式 (LInequality)，27, 84, 168; 在 狭 
又 的 意义 上 的 不 等 式 (Inequalities in 
the narrower sense)， 在 广义 的 意 
义 上 的 不 等 式 (Inequalities in the 
. wider sense), 157 
“不 齐 " 的 类 (“Inhomogeneous” class)， 
71 z 
不 可 上 腿 的 类 (人 xclusive classes), 参见 ， 
不 相交 的 类 析 取 式 的 不 可 每 的 意义 
《一 meaning of a disjunction), 18 
不 可 银 的 类 (Mutually exclusive clas- 
ses)， 戎 见 :不 相交 的 类 ; 彼此 独立 的 
公理 (一 indebendent axioms), 参见 : 


独 工 的 公理 系统 ;互相 独立 的 基本 词 


项 (一 一 primitive terms)， 贿 见 : 互 
相 独 立 的 基本 庆 项 的 采 统 

不 对 称 的 关系 (Asymmetrical rela- 
tion), 91,95, 111, 149, 158 

不 传递 的 关系 CIntransitive relatiom)， 
108 | 

不 自 反 的 关系 (Trretlexive relation), 
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91,94 一 95,111,158 
不 同形 的 麦 达 式 (Non-equiform ' ex- 
pressions), 不 同形 的 符号 (一 sgns)， 
109 
不 完全 的 公理 系统 (Incomp]Jlete axiom 
不 完 至 的 省 和 缀 理 葵 (一 
deductive theory),130—131,195  . 
不 定义 的 词 项 (Undefined term)， 参 
只 :基本 词 项 
不 相同 (下 是 同一 的 ) CDifferent from 
(not identical with)),52 
不 相交 的 (下 可 繁 的 ] 类 (Disjoint (mu- 
tually exclusive] classes) ,72 一 .73， 
、81,138 
中 [号 (Quotation marks), 55,57-—-58,. 
63 一 64 
无 穷 (Intinity), 参见 : 无 黎 公理 
无 宅 类 (Intfinite class),76 一 78, 102 
无 穷 倒退 (一 regress) (regressus in 
infinitum) , 114,127 
无 理 数 (Irrational number)， 
194, 202, 208 


System)， 


和 


1,79, 


无 矛盾 的 公理 系统 (Non-contradicto- 


# 


ry axiom system) ,无 孚 盾 的 谊 律 理 
- 验 ( 一 deductive theory), 参 昂 : 一 致 
的 公理 系统 “ 四 
元 素 (Element (8)), 参 只 : 运算 的 单位 
.元 素 ; 一 个 类 的 元 素 (一 [member 
(8)) of a class),66, 67, 69 一 72 
元 选辑 与 元 数学 (Meta-logie and 
meta-mathematics), 134 
太 式 (Formula),3 
公 训 《Postulate), 114, 又 参见 ; 方法 论 
的 公认 
公理 [基本 命题 CAxiom (s) [primi- 
tive statement(s))), 113—115, 
违 秆 性 公理 【 识 德 香 公 理 ， 严 入 性 定 
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律 】 (一 of continuity，fDedekind's 
一 law of continuity] ), 202, 206; 无 
穷 公理 (- of infinity)， 79，125, 
213; 公理 采 入 (一 system . (system 


of axioms)), 117, 119—120,131— 


132, 138, 146, 151, 180, 182-—192, 
199—201,203—211 
及 理 的 系统 (System(s) of axioms), 参 
见 ， 公 理 采 和 统 ， 徙 此 独立 的 公理 采 彝 
(一 一 mutually independent axioms), 
大 见 : 独 江 的 公理 采 笠 ;互相 独立 的 基 
本 阐 项 的 洒 入 (一 一 一 一 primitive 
terms)， 参 见 : 狐 主 的 基本 蛮 项 的 采 
统 ; 泣 项 的 采 统 (-- 二 terms), 基 本 税 
项 的 有 系统 (一 一 primitive terms) 
126,192,198; 广 句 系统 (一 一 senten- 
ces),1,126,184  。 
公理 的 选 掺 (Selection of axioms), 125， 
180; 基本 蛮 项 的 选择 (一 一 Primitive 
terms), 125, 180 - 
分 析 (Analysis),79 
分 离 (Detachment) ， 大 见 ， 分 高 规 则 
分 数 (Fraction),1,79 
分配 律 (Distributive law Cs))《 在 算术 
”中 ),206; 分 配 律 (在 语句 沪 算 中 ), 50; 
分 一 律 〈 在 类 的 理 共 中) 82; 分 配 运 
算 人 (一 operation) ,206 
分 隅 两 个 数 的 集合 (Separate two 
.sets of numbers) ,202 
方法 CMethods)),113, 127, 139; 构造 
证 名 演算 的 方法 (一 of constructing 


sentential calculus),140- 一 141; 方程 


式 方法 (一 of equations),11; 凭借 解 
。 丢 的 耳 明 方法 (一 of proof by inter- 
pretation) [展示 模型 的 证 明 方 法 
《一 一 一 一 exhibiting a modeD), 
121, 183 一 184, 187, 199; 香 值 起 的 方 


3| 


法 (一 of truth tables {~——1matri- 
ces]),35,37 一 41; 140,145 

廊 法 答 的 概念 CMetliodological con- 
cept), 方法 葵 的 简 项 (一 term), 133 一 
134; 方法 喻 的 定律 (一 law)122 一 123， 
199; 方法 注 的 公 训 (一 postulate), 方 

法 论 的 原则 (一 principle), 123, 127, - 
185 ” 
证 匀 (Inverse of a sentence [Inver- 
se sentence)]), 42—44, 167; 反 运 算 
《一 一 an operation),170—171 

双重 否定 (Double negation), 参见 ; 双 
午 否 定 定律 

旦 常 语 嘻 (Everyday (common, or- 
dinary) language), 8, 16, 18—19, 21， 
23—25, 28, 57, 155 


五 、 茵 


市 尔 (G Boole,) ,16,66 


主 目 〈Argument)， 参 见 ， 有 一 个 , 两 
个 … 变 项 的 画 项 ; 主 目 值 [让 变 项 值 ]， 
96,97,100 一 101 

个 米 (Half-line) ,101 

对 应 (Correspondence), 参见 ， 建立 一 
个 一 一 对 应 

对 于 任何 (For any) [对 于 任意 {for 
arbitrary?) ,对 于 每 一 (for every)), 
5,6,13, 34—35, 40, 148 

对 称 的 关系 (Symmetrical relation), 

‘91—92,111,118 

沙 盾 (Contradiction), 少见 ; 矛盾 律 

让 甫 的 语句 (Contradictory、 senten- 
ces), 16,129—130 - 

矛盾 的 公理 有 系统 (Inconsistent axiom 
systerm)， 效 盾 的 浓 笃 理 葵 5(-- deduc- 
tive theory), 130; 14 

正 数 (Positive number),1,67,101— 
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102, 194, 203 

代数 (Algebra) ,1,27, 79,97 

代数 方程 式 (Algebraic equation),1， 
4; 代数 式 〔 一 expression),4s 代数 和 


《一 sum);174; 民 数 分 式 ( 一 fraction), 


27 

”代数 表达 式 的 变换 (Transformation 
of an algebraic expression)162, 

皮尔 斯 (Ch, Peirce)，12,35, 84,103 

未 知 数 (Unknown),4 

提 滩 内 。” (Old logic)， 参 见 ， 和 健 坟 滔 
2 ， 

弗 莱 格 (G. Frege) 16,79,128,141 

兰 模 德 (C. 耳 . Langford), 参见: 路 易 
王 与 兰 往 德 

归 逆 法 (Reductio ad absurdum),， 参 
兄 ; 陪 接 证 有 明 , 妇 酒 律 

卡尔 绩 普 (R.Carnap),213 一 214 

姓 作 部 分 (Comprehend as a part) [ 电 
作 绎 正 子 类 (Comprehend as a pro- 
per subclass)， ( 吓 作 子 类 (Compre- 
hend as a subclass))], 72 

必要 条 件 (Necessary .condition)， 26; 
必要 而 且 充 分 的 条 件 (一 and suffi- 
cient condition7 ,30 

四 项 关系 (Four-termed relation), 四 
项 画 项 关 采 (一 functional relation), 
103—104 


可 反 的 运算 (Invertible operation), | 


.160; 205- 一 206 

可 行 的 运算 (Performable operations) 
160, 182 | 

诺 反 运算 (Left inverse of an opera- 
tion), 171 : 

左 分 隐 的 运算 (Left-distributiv8 ope- 

ration), 206 


左 可 友 的 运算 (Left-invertible opera- 


tion,160 

左 单调 运 第 (Left-monotonic opera- 
tion),162 、 

右 反 运算 (Right inverse of an ope- 
ration), 171; 等 式 的 右 方 (—side of 
am eduation), 不等式 的 古方 (一 一 一 
inequality), 157; 等 值 式 的 右 方 (一 


一 一 一 equaiyalence), 29 


右 分 配 运 算 (Right distributive ope- 


ration), 206 
右 可 反 运算 (Right-invertible opera-. 
tion), 160,482 
右 单 调运 算 (Right-monotonic opera- 
tion), 169 
包含 … 作 为 一 个 元 素 (Contain as an 
element(——a member)),66 
由 所 有 数 构成 的 集合 ,使 得 (Set of all ， 
numbers such that)， 67 一 69 


以 一 一 对 应 的 方式 把 … 映 射 在 … (Map 


in a one-to-one manner), 参见 ; 确 
并 一 个 序列 
六 回 
字 (Word) ,56 一 57,110 
有 (There is)，( 一 are)f[ 一 exists] 6 一 
10; 最 少 ， 最 多 ， 恰恰 有 一 个 《一 一 3 
_ least，at most，exactly, one), 最 


少 ， 最 多 ;恰恰 有 两 个 《一 一 3t least, 


at most, exactly,two), 27,61-—62, 


77 一 78,1738 ， 

有 (For some), 6 

有 崔 类 (Finite class), 76—79, 102 

有 序 交 换 群 (Ordered Abelian group)， 
185, 187, 196, 203; 徘 成 一 个 序列 的 类 
(一 class)，94，197，202; 有 序 域 (一 
field), 205 

同一 (等 于 , 相同) (Identical with (eq- 


入 
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ual to, the same as)), 81—-52,54, 
55 


同一 还 辑 的 园 一 ) (Identity [logical 


一 ] 7) 51 一 53， 55, 69, 84, 89, 99,95 


97 一 98; 类 的 同一 (一 of classes), 性 


质 的 同一 (一 of properties), 72,92，, 
96; 关头 的 同一 (一 of relations)， 
89， 392， 
同 义 的 (CSynonymous)y9 92 
同形 的 表达 式 (Equiform express— 
ions), 同形 的 符号 (一 signs),109 
自 反 (Reflexivity), 参见 : 自 反 定律 
和 反 的 关系 (Reflexive relation), 90 一 
92,111, 118 
自然 数 (Natural number) ， .77 一 78, 
102, 200 
“ 自 变 项 - (“Independent variable”) ， 9 
自由 [( 插 ] 变 项 (Free [real) variable)， 
9—10,13,66—69,84,86,110 
而 且 (And),16,17,33,36 
合成 (Composition), 参见 : 合成 律 ; 关 
采 的 合成 ”(Composition of rela- 
tions) , 参见 : 相对 积 
合 取 式 (Conjunction), 参见 : 蓝 句 联 神 ; 
话 句 的 合 取 式 【 泽 撮 积 } (一 (logical 
product)jof sentences),17,47 
任何 (Any), 参见 : 对 于 任何 
任意 (Arbitrary), 参 电 ; 对 于 任何 
关 采 (Relation(s)),84 一 100,106 一 108， 
110—112, 118—119,133, 158, 162— 


163,187,197, 201 一 202， 类 与 类 加 的 z 


-关系 (Relation among classes), 湖 
上 内: 类 与 类 间 的 基本 关 和 采 ; 数 之 间 的 关 
条 (一 一 numbers),153; 大 于 这 个 关 
深 (一 of being greater), 小 于 这 个 
关系 (一 of being smaller), 参见 , 大 
于 ,小 于 ;第 一 航 ,第 二 般 … 关 疾 ( 一 of 


™ 
rr 
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te first，second,…order), 85 

尖 茶 的 前 域 (Domain of a relation), 
85 

关 采 的 相对 积 (关东 的 合成 ) (Relative 
product of [composition ofjrela- 
tions),89，99, 159; 甘 有 系 的 相对 和 
(Relative sum of relations),90 

关 杀 的 移 对 积 
relations), 89 

全 类 (Universal class)， 70,73,，76, 85， 
91,. 1613 至 称 量 说 (-- quantifier),7 
10，35，40，45，61，62; 至 关 采 (一 
relation),87; 公称 语 条 (一 sentence) 
(具有 普 源 性 质 的 语句 CSentence of 
a Univetsal character)) ,5;7 

至 等 的 几何 图 形 . (Congruent geome- 
trical figures), 60，992,116-~-117,， 
118 

名 称 CName) .56 一 57,63- 一 64, 134 

克 换 (Commutation), 参见 ; 交换 律 

交换 域 (Commutative field), 206， 交 
. 换 律 (在 算术 中 ) (Commutative law) 
5,161 一 162，206; 交换 律 《 在 话 句 演 
算 中 )，41; 交换 律 (在 类 的 理 基 中 )， 
75; 交换 运算 (Commutative opera- 
tion), 160, 171,182, 205 一 206 

伐 拉 第 (G. Vailati),150 

多 项 式 (Polynomial) , 27 

多 项 关系 (Many-termed relation), 多 
项 陨 项 关系 . (一 functional rela- 
tion), 103—104, 105 : 

多 值 囊 项 CMany-valued function)， 
99 z z 

多 余 的 公理 (Superfluous axioms)， 
127，180，182; 多 余 的 基本 泣 项 (一 
primitive terms),127,185 | 

至 务 等 于 (At most edual)) 参 册 : 小 于 


《Absolute product of 
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或 等 于 . 
存在 量词 (lexistential quantifier), 7 . 七 昌 
61,62， 存 在 语句 ( 弛 对 的 存在 语句 ， 李 (S, Lie),161 . 
”具有 在 在 性 质 的 施 £1 (C—sentence 两 CTwo) ,6 


(absolutely — ~—, Sentence of an 一 
‘character)]),6—7 
下-… 情 形 下 (In case that),33 
… 前 的 理喻 (Preceding theory) (在 
… 前 的 学 科 (一 discipline) ,作为 前 提 
的 理 瀹 (presupposed theory)) ,115, 
124, 132, 146; 先 于 数 的 集合 《一 set 
”of numbers)，202; 泣 典 序列 的 在 前 
的 字 (一 word in lexicographical 
order), 110 . 
化 沙 中 心 (Warsaw center), 134 
加 果 …, 那么 (If…, then),16,20 一 26, 
33,36 
如 果 ， 而 且 仅 仅 如 果 [ 当 县 仅 当 ] (4, 
and only if),29—31,36 
渤 藻 训 人 甸 .-(Conjugate sentences), 42, 
44, 50 


约束 [ 假 】 变 天 (Bound [apparent] 


variable), 10—11,13,68 


情 递 关 杀 (Transitive relation), 9 一 


95, 111, 118, 149,158 


情 统 [ 亚 里 土 多 德 的 , 旧 的 ] 到 可 (Txadi- 


tional [Aristotelian， old) logic), 
xxii, 15,74 

导出 侦 值 表 CDerivative truth table), 
38, 140 

广 里 士 多 德 CAristotle), 16 

玉里 十 多 德 的 药 避 (Aristotelian lo- 
gic), 参见: 伟 社 如 幅 

后 件 , 结 和 验 , 推 葵 (Consequence)，26 一 - 
28, 133,184 

列 斯 尼 夫 斯 基 (S. Lesniewski), 128, 
134 


两 项 [一 元 ] 关 有 系 (Two-termed [bina- 
zy]Jrelation7 , 两 项 酌 项 其 有 (一 fune- 
tional relation) ,103 一 4104, 105 

两 重 余 类 (Double complement), 大 
齿 :两 重 余 类 定律 

每 一 (Every),8,74; 丸 戎 内: 对 于 任何 

条 件 (Condition),3, 26 

条 件 话 Ea (Conditional sentence) ， 区 
见 : 获 可 式 

条 件 的 存在 证 句 CConditionally ， exis— 
tential sentences),7 

序列 (Drdhzr) 参见 : 确立 一 个 序列 , 数 
的 次 序 的 定律 ， 一 个 类 的 航 (一 of a 


class)65, 71，85; 一 个 关系 的 航 ( 一 一 


a relation), 85 


序列 关 采 (Ordering relation), 94— 


95 

证 明 (Proof),-1, 11, 44-—46, 114, 118, 
122，127 一 130; 凭借 解释 的 证 明 (一 
by interpretation)，123,194; 归 臣 
证 明 ( 一 by reductio ad absurdum)， 
瑚 见 : 半 接 证 明 


”和 磷 盖 (E. Nagel), 216 


运算 (Operation (s)), 103，105, 159 一 
160,171, 173, 182—183, 187, 205— 
207; 类 的 运算 (一 on classes), 74 一 
76, 89; 关 采 的 运算 (一 of relations), 
87, 89 一 90 

运算 子 (Dperator),7,9 一 11,61,69 


. 运算 的 单位 元 素 (Unit element of an 


operation) ,205,207, 209 
车 尔 炎 (A. Church),132,516 
享 丁 屈 (E. V. Huntington),135, 200， 
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212 

内 站 庄 (G. Peano),116, 200 

只 尔 和 纳 斯 (P.、 Bernays),134,215 

伯 罗 华 (E. Galois),]60 

“应 变 项 ”(“Dependent variable”),97 

我 们 说 (We.say that),31---32 

怀特 海 (A. N, Whitehea:l))，16, 79; 
怀特 海 与 罗素 , 16,79,214 ， 

硕 尔 伯 特 (D. Hilbert),115, 131, 134，, 
200; 项 尔 伯 特 与 阿 克 曼 (一 and Ac- 
kermann)，215， 希 尔 佳 桂 与 上 尔 移 
斯 (一 and Bernays),215， 

充分 条 件 (Sufficient condition), 26 

词典 序列 (Lexicographical order)， 

110 

御 定 问题 (Decision problem)，129, 
131 132,145 

克 戎 牺 斯 (Diodorus Cronus),24 

作为 前 提 的 理论 (Presupr'>sed theo-~ 
ry) [作为 前 提 的 学 和 《一 discip- 

line)) , 参见: 在 … 前 的 理 葵 

完 对 的 公理 有 条 和 统 (Complete axiom 
system), 完全 的 帝 轩 理 邯 (Comple- 
te deductive theory),， :129，131 一 
132, 146,193; 完 全 的 证 及 (Complete 
proof), 44, 129,150 

这 就 是 所 要 证 的 (Q. e. d. [quod erat 
demonstrandum)) ,152 

形式 的 指 印 (Suppositio formalis), 实 
质 的 指 谓 (一 materialis), 57 

形式 化 的 注释 理 答 (Formaiized dedu- 
ctive theories), 127,140-—14f 

那 (The),98 四 

那么 (Then), 参见 ;如果 …, 渤 入 


八 面 


和 (Sum), 参见 :代数 和 ;类 的 和 《一 of 


引 


[union]】 of classes), 74; 数 之 和 [ 相 
加 的 结果 ] (一 of [result of adding) 
numbers), 148; 关 采 的 和 (一 [union】 
of relations), 88， 语 句 的 和 《一 of 
sentences), 参见 : 衣 句 的 析 取 式 

或 〈Or)，16, 18 一 20,24, 36,133,154 一 
155 

或 者 … 或 老 (Eithez…or),18,153 

震 (Table), 参见 : 臣 值 类 

表达 式 { 一 种 证 导 的 翅 达 式 , 语 菠 的 才 达 
式 ] (Expression(s) [一 of a langua- 
ge, linguistic—})] )，55 一 60，61 一 64， 
66 一 69, 78, 83, 100，109; 包含 变 项 的 
表达 式 (一 containing variables)， 
2 一 4 

表示 一 种 性 质 (Express a property)， 
69; 淮 示 一 种 关 孙 (一 & relation)， 
86,100 

表示 一 个 指示 广 (Stand for a desig- 


nation), 才 示 一 个 名 称 ( 一 一 一 name)， 
表示 一 个 语句 (一 一 一 sentence), 4 一 
5, 64 ， 


定义 CDefinition)，30, 114 一 115, 127 一 

.128, 144,171—173 

宠 义 与 证 月 的 形式 化 (Formalization 
of definitions and proofs), 127. 

定 冠 阐 (Metinite article),98 


定律 (Law(s)), 参见 : 断定 了 的 命题 ; 数 


-的 术 法 定律 (一 of addition of num- 
bers) , 159, 161 一 162, 不 对 称 律 (一 一 
asymmetry),149; 阴 漆 统 定律 (之 伯 
定律 ]( 一 一 closed systems (Ha- 
uber’s 一] )，166 一 167 交换 律 (一 一 
commutation)，、143; 合成 律 (一 一 
composition), 136s 加 通 性 定律 (一 一 
connexity ),153,186; 连续 性 定律 《一 
一 continuity), 参见 ; 过 和 绪 性 公理 ; 子 





霖 


盾 律 (一 一 contradiction), 41, 130; 
又 戎 兄 ; 类 的 理 葵 方 面 的 黎 牛 律 ; 道 反 
定律 〔 易 位 定律 ] (一 一 contraposi- 
tion [一 一 transposition] ), 43 一 44， 
166，167; 注 稳 法 定律 ( 演 枝 定理 ]( 一 
一 deduction (deduction theorem)), 
121 一 123,184, 199; 稠密 性 定律 (一 一 
density )，201; 两 重 余 类 的 定律 


(一 一 double complement), 82; 双重 


否定 定律 (一 一 double negation)、 
50; 等 式 和 不 等 式 的 等 价 变换 和 定律 
《一 一 equivaklent transformation of 
equations and inequations),. 168, 
174; 徘 中 律 ( 一 一 excluded middle)， 
41, 130， 又 参 昂 ， 类 的 理论 方面 的 排 
中 律 ;同一 律 (一 一 identity)，35; 又 
参 见 : 类 的 理 葵 方面 的 同一 律 ; 不 自 反 
- 律 ( 一 一 irreflexivity)，149,151; 单 
调 定 律 (一 一 monotony)，162, 174， 


206; 数 的 次 序 的 定律 (一 一 order ， 


for numbers), 147，149; 归 户 律 
(一 一 teductio ad absurdum), 150,; 
_- 自 到 定律 (一 一 reflexivity) (在 同 
一 理 欧 中 )，535, (在 类 的 理论 中 )， 
72; 右 分 尖 律 (一 一 right distributi- 
vity), 206; 石 可 反 性 定律 (一 一 right 


invertibility);，161, 2053;, 间 句 演算 


的 定律 《一 一 sentential calculus), 
33，35，40，42，51，64，82，140 
一 141，146; 数 的 减法 的 定律 (一 一 
subtractionof numbers)，174; 对 称 


定律 (一 一 symmetry),55，) 重 羊 定律 . 


《一 一 tautology), (在 语句 演算 中 [in 
sentential calulus] ), 41; 【〔 在 类 的 理 
入 中 [in the theory of classes] ),75; 


闫 的 演算 的 ( 理 葵 的 ) 定律 〈 一 一 the 


calculus{— — — theory) of classes)， 
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72 一 76，82, 136 一 138; 直 避 三 段 葵 定 
律 ( 一 一 the categorical syllogism)， 
了 3， 74, 21; 假 客 三 段 询 定律 (一 一 
the hypothetical syllogism), 36, 
142; 三 7 段 葡 定律 中 的 Barbara 式 
《一 一 the syllogism Barbara), 74; 
同一 理 绑 的 定律 (一 一 the. theory 
of identity)，52, 53，92; 关系 理 葵 
的 定律 (一 一 the theory of rela- 
tions), 118, 158, 197; 传递 定律 (一 一 
transitivity)《 在 算术 中 [in arith- 
metic)), 149,《 在 同一 理 葡 中 [in the 
theory of identity])，55，( 在 类 的 
理论 中 [in the theory of classes] )， 
72; 易 位 定律 (一 一 transposition) , 参 
齿 :逆反 定律 ; 强 三 分 律 ( 一 一 tricho- 
tomy [strong} )，153， 绝 三 分 律 
(Cweak), 149 
定理 (下 heorem) [被 证 明 的 命题 (pro- 
ved statement)),1,114,128—129 
图 形 (Figure), 参见 :几何 图 形 
图 形 (Conligurationm) , 参见 : 儿 何 图 形 
图 解法 的 方法 (Graphical method)， 
125 ” 
易 位 (Transposition) ,参见 : 首 反 定律 
空 类 (Empty class, Null class), 70 
73,76; 空 关 有 系 ( 一 relation)，87 
学 科 (Discipline) , 参见 ; 理 葵 
罗素 (CB. RusselD), 16, 71, 79, 213, 214 
罗素 牌 葵 (Antinomy of Russell), 71 
性 质 (Property (ies)), 52, 54, 69,，74， 
90; 运算 的 性 质 《〈 一 of operations)， 
105; 159 一 160, 关 采 的 性 质 (一 一 re~ 
lations), 90, 92, 94, 96, 111, 118 
变 项 (Variable), 1- 一 5,45,64 一 65, 85 一 
86,96, 104, 133; 变数 (“一 number”)， 
,变量 (“ —quantity”), 2,97 


中 
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画 项 [本 项 关系 , 一 多 关 采 】 (Function 
[Functional relation, one-many 
relation] )，96 一 102, 103--105; 有 
一 个 , 两 个 … 变 项 的 区 项 〈 一 of one， 
two:…variables [有 一 个 , 了 西 个 … 主 目 


的 本 项 (一 with* one、，two…argu- 


ments)])，j04; 夯 项 值 〔- 一 个 画 项 
的 值 ， 应 变 项 的 值 (一 value [value 
of a—, value of the dependent 
variable] 7] ,96 一 9 ,99. 100 

本 项 关 采 (Functional relation)， 参见 


责 项 ;又 见 : 四 项 关系 , 多 项 关 采 ,三 项 


”关系 ,两 项 关系 
离 项 膏 算 (Functional calculus) [< 量 悦 
演算 〈Cajlculus of quantifiers), 假 
变 项 的 理喻 ， (theory of . apparent 
variables)] ,62 

实数 (Real number (s)), 1,147— 148, 
200, 又 参 齿 : 数 

实质 徐 呐 (Material implication, im- 


plication in material meaning),23 


—24,41 


命题 (Statement), 戎 见 : 断定 了 的 命题 


命题 资 算 (Propositional calculus), 
参见 :病句 演算 | 

所 有 (Al),8 

阿 克 曼 CW. Ackerman),21;5 

阿 上 只 尔 CN. H. AbeD ,160 

阿 上 只 尔 群 (Abelian group),1.60 

非 负 数 (Non-negative number), 非 负 
数 的 整数 (一 integer)，77, 101 一 102 

波斯 特 (E. L. Post), 132 

流 答 诺 (B. Bolzano,) ,103 

欧 几 里 德 (Euclid),115 ， 

杰 尔 哥 移 (JJ D. Gergonne),73 

单调 运算 (Monotonic operation), 162， 
206 


i 


下 





单 值 画 项 (Single-valued function), 99 
单 称 六 句 (Singular sentence),7 
高 等 几何 (Advanced geometry),132 


和 外 瞪 科 学 (Empirical science(s)), xxii 


一 XXXiii， 99， 213 

让 各 三 段 绚 (Categorical syllogism) ; 
参见 ; 并 言 三 段 葵 定律 

构造 花 方 法 (Constructive method), 
216 

承认 前 件 的 推理 规则 (Modus ponens 
rule), 参见 : 分 离 规则 


“空虚 地 ” 被 满足 的 项 画 式 〈*Vachous- 


ly” satisfied implication), 73 


九 加 
点 (Point), 65,101 一 102,1925,175, 参 
齿 : 战 的 束 迹 
点 的 集合 (Set of points), 参见 ;: 几何 


图 形 , 点 的 加 还 ; 数 的 集合 (一 一 nam- 


bers)， 了 整数 的 集合 (一 一 integers )， 


” 65, 66,120, 121, 147, 161, 187, 194, 


201—202 

点 的 转 迹 (所 有 点 的 集合 ] (Locus of 
the points [Set of all points} ), 867 

类 (Class (es)) [集合 (Set(s))), 65 一 -80 
81 一 85, 87，、89，101 一 103; 由 所 有 事 
物 构成 的 类 ， 使 得 ，( Class of al 
things such that), 67 一 69; 一 起 类 ， 
二 才 类 .…(Cjass of the first, second, 
“order), 65,71,85 

类 的 包含 (Inclusion of classes), 71 
73,84,95; 关 沁 的 包含 (一 一 Telations)， 

87 


类 的 交 [ 积 ] (Intersection (product) of 


classes), 74; 关 采 的 交 (一 一 rela- 
‘tions ), 88 
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kh, 


类 的 积 [ 交 ] (Product of intersection 


of] classes), 74; 数 的 积 〔… 乘 … 的 


稍 果 ] (一 一 [result of multiplying] 


numbers),203， 关 采 的 积 [和 绍 对 积 ， 
变 ] (一 一 [absolute 一 一 ，intersec- 
tion of]relations )， 3S 一 89; 语 铝 的 积 
(一 一 sentences), 参见 ， 合 取 式 


类 的 加 法 (Addition of classes) ,74- 一 . 


75， 82; 数 的 加 水 〔〈 一 一 numbers)， 
159, 161- 一 162, 206; 语句 的 加 法 (一 一 
sntences)， 参 更: 器 甸 的 逻 特 加法 
类 的 弱 法 (Multiplication of classes)， 
了 一 76; 数 的 乘法 (一 一 numbers)， 
205 一 207, 藩 铝 的 乘法 (一 一 senten- 
”Ces), 参见 : 六 名 的 玩 辑 加 法 
类 的 余 类 (Complement of a class )， 
76, 83,105; 余 关 了 系 ( 否 定 关 系 )(Com- 
plement (negation) of a relation)， 
88, 111 、 
类 的 狸 验 方面 的 巴 盾 律 〈Class-theo- 


retical law of-contradiction),，76; 


类 的 理 弓 方面 的 脱 根 定律 (Class- . 


theoretical law of De Morgan),82, 
类 的 娃 牙 方面 的 同一 律 (Class-theo- 
retical law of identity),， 72,95; 
类 的 理 葵 方面 的 排 中 律 (Classthe- 
oretical law of excluded middle), 
76 

类 与 类 加 的 基本 关节 《Fundamenta 
relation among classes) 71 一 73; 数 
之 陋 的 基本 关 采 (一 一 一 numbers)， 
149: 基本 诈 值 朝 ( 一 truth table) ,38， 
140 

划一 (A certain),8 

其 : 些 (Some)， 8 

逆反 (Contraposition)， 鹤 册 ， 逆反 定律 

六 反 话 和 凶 (Contrapositive sentence)， 


引 2 7 





42, 44 - 

相 黑 XtDiversity), 84,89, 95, 154 

相等 (Equality)，51,58 一 60，84, 92， 
94; 儿 何 图 形 的 相等 (一 of geome- 
trical figures),60，94; 数 的 相等 
(一 of numbers), 59—60 

相交 的 类 (J]ntersecting classes, OQver- 
lapping classes)，72 一 73; 相交 关 和 采 
(Overlapping relations), 84 

相等 的 类 (Equivalent classes), 参 具 : 
等 数 的 类 ; 相等 的 数 《〈《 一 numbers)， 
120; 等 值 的 部 名 (一 Senotences), 29 一 
32，50; 等 式 和 不 等 式 的 筹 价 变换 (一 
transformation of equations and . 

”inequalities), 参见 ;等 式 和 不 等 式 的 
等 价 变换 定律 

冠 说 (Article), 参见 ; 定 冠 宰 一 

科学 (Science) , 参见 : 理论 


科学 部 悍 (Scientific language),22; 科 


学 理 葵 ( 一 theory),1 
括 弧 (Parenthesis) , 36 


负数 (‘Negative number), 负 的 整数 


(—integer);,1,79,101, 102,194 
复数 (Complex number),]1,200,2192 
指示 (Denoteldesignate) ),2, 4 一 5,15， 

27,58,99,100,133 
指示 前 (Designation)(“ 曹 状 词 ”("des- 

cription”) ), 4—5,55—56,58 
指示 ( 瘟 状 ) 丁 项 (Designatory [desc- 
riptive} function), 4, 8,27,69,100 
语词 (Term(s)),1,15 
语法 (Syntax), 参 齿 : 园 椎 应 法 
语 首 (Language), 56 一 57, 参见 ,日常 落 

慎 ， 科学 吝 导 *. . 

慎 的 卖 达 式 (Lidguistic expression 

(8s)), 参见 : 表达 式 
语 旬 (Sentence (s)), 1 一 3,5 一 9,16 一 


Ti 





ried, 


20, 21-—23, 56-—58,，63--~64，126 一 
128, 130 一 131, 146, 183 一 184; 具有 存 
在 性 质 的 证 色 (一 of an existential 
character)， 贿 岂 ， 存 在 话 句 ;具有 
普通 性 质 的 汞 名 (一 一 a universal 
character), 参 见 ; 至 称 话 何 
语句 演算 (命题 演算 ， 演 释 理 葵 ) (Sen- 


tential calculus (propositional cal- 


culus, theory of deduction)), 16,. 
51, 64, 82,131, 140—141, 144—146, 


212; 语句 联 弓 (Sententia] conjunc- 
tion)，16; 语句 辆 项 ‘Sentential 
function)，2 一 6, 9 一 10，12, 34, 36 一 
37, 39, 45; 66- 一 70， 84,86，100, i118， 


122, 128, 140 一 141; 族人 名 疲 项 (Sent- 


ential variable), 34， 45, 64 


一 名 的 析 取 式 〔 选 辑 和 ] (Disjunction 


[logical sum)of sentences), 16,17, 
. 20, 37,133, 154 


于 名 的 法 辑 加 法 (Logical addition of . 


sentences)35,4 1,50; 潍 畏 概 仿 (一 con- 
cept), 沈 辑 常 项 (一 constant)， 汉 塌 


语 泣 (一 term), 15, 51,77 一 78, 106，. 


115，128，133，214; 潜 辑 的 同 一 (一 


identity)， 参 见 ; 同一 ， 加 办 定 律 


(一 laws)，15，50 一 52，73 一 74，79， 
106, 115，130; 语句 的 玩 辑 乘 浴 〈 一 
multiplication of sentences)，34， 
41，50; 语句 的 玩 辑 积 〈 一 product 
of sentences)， 见 见 ， 合 取 式 ; 艇 名 
的 屠 辑 和 (一 sum of sentences), 
” 参见 ， 语 甸 的 析 取 式 ， 渴 村 符 号 (一 
. Symbol, — symbolism), 36, 41, 53, 
67—68, 70, 75—76,. 87 一 89，98 一 99， 
100, 104, 138, 141, 144,145,，150; 
逐 幅 语法 与 演 料 科学 的 语义 学 (一 


syntax and semantics of deductive 


sciences), 134， 玩 辑 类 型 (一 typ 
(s)),71 | : 


语句 的 等 价 的 节 入 (Equipollent sys- 


tems of sentences), 162,182,186 
187; 等 价 的 蛮 项 的 系统 (Equipollent 
systems of terms), 126,-192, 198 
语句 资 算 中 的 规划 CRule (s)in senten- 
tial calculus), 140, 定义 规则 (一 of 
definition)}，32，127 一 128, 144; 分 
离 规则 [承认 前 件 的 推理 规则] (一 一 
detachment (modus ponens)), 
45,46, 141 一 145; 推 理 规则 [证明 规 
则 )】 (——inference [—— proof)), 
46—47, 51, 128—199, 134, 141 
语义 学 (Semantics), 参见 : 到 可 语 法 与 
语义 学 
结合 律 (Associative laws) (在 算术 中 )， 
161, 182; 千 合 定律 (在 话 句 演算 中 )， 
41; 稍 合 定 律 (在 类 的 理 葡 中); 75; 精 
合 的 运算 (一 operation), 2160, 182 
重 避 式 (Tautology)，, 参见 , 重 如 定律 
选 笃 公理 (Multiplicative axiom), 213. 
独立 的 公理 系统 (Independent axiom 
system)，、 公 理 彼 此 独立 的 采 入 (A 
system of mutually independent 
axioms),127,183; 独 逊 的 基本 亚 项 的 
有 系 梳 《一 system of primitive 
terms), 互相 独 江 的 基本 词 项 的 采 欧 
(System of mutually independent 
primitive terms), 127,187. 
绝对 的 存在 范 句 (Absolutely existen- 
tial sentence), 7 
给 两 项 指定 一 个 值 (Assign a value of 
a function)， 参 由: 一 个 疮 项 的 相 
应 值 2 
是 由 一 个 ， 二 个 ,…，n 个 元 素 构 成 的 


(Consist of one, two,…,n -ele- 





ments) ,77 一 了 78 
十 画 
答 (Discourse), 参见 : 论 域 


论 恕 (Universe of discourse), 70， 
91,147,161 


原则 CPrinciple)y 参 兄 : 廊 法 葡 的 原则 ; 


抽象 原则 《一 of abstraction)，93 
- 倒 壕 (Regress), 参见 :无 劣 倒 退 
格 来 林 ( 玫 . Grelling),215 

哥 德 尔 (K. G6del), 132 


可 于 概 中 心 (Gottingen center), 134 


彤 德 格 (J. H. Woodger),213 

鞭 变 项 (Real variable)， 参 齿 ; 下 由 蛮 

从 证 名 《True sentence), 1， 3，5 一 6， 
17 一 19 ,28, 33, 38—41, 56, 58, 130， 
140,166,167 

侍 信 才 《Truth table{s) (Matrix))， 
37—38, 39—41 

尾 正 和子 类 (Proper sukElass)， 参 见 ; 部 

分 

厦 值 闵 项 (Truth tunction), 35, 37 

被 证 明 的 命 题 (Proved statement) [被 
证 明 的 部 何 (一 sehtence)] ,参见 : 定 
理 

被 否 证 的 句子 (Disproved sentence)， 
130 


被 定义 者 (Definiendumy, 定义 者 (defi- 


niens): 32 一 33, 144, 171—173 
建 通 的 头条 “Connected Telation7， 
91,94—96, 111, 152 

连续 的 关 了 条 (Continuous relation)， 

261. . 
建 徐 地 有 序 萄 < 换 群 (Continuously or- 

dered Abelian' group), 203; 过 生 地 

排 成 次 序 的 类 《一 -class) ,202; 过 楼 


引 . 265 


地 有 序 域 ( 一 一 field),307 

被 定义 的 词 硕 (Defined term)，113,， 
114,140, 144 

特有 的 起 达 式 (Specific expression)， 
特有 的 命题 (一 statement), 特有 的 
语 阐 (一 term),15,115,128 


“十 一 画 


交换 城 ] (Field [commutative— J), 
205 : z 
属于 (Belong to),66,86 
排 中 (Excluded middle), 参见; 排 中 律 
符号 (SymbolD,2,55,58 


符 导 《Symbolism), 参 见 : 还 匈 符 号 ;如 


人 各 演算 的 符号 (一 of sentential cal- 
calus), 35 


符号 潜 辑 (Symbolic logic), 参见 ; 数理 


和 还 缉 

符号 油 辑 学 会 (Association for Sym- 
bolic Logic), 216 

符号 潍 查 杂志 (Journal of Symbolic 
‘Logic),216 

维 他 (F. Vieta),11 v 

推出 (Follow)， 26， 28， 41 , 

推 验 (Inference), 参 兄 : 间接 证 明 , 推荐 
的 规划 | 

推 葵 (Mode of inference), 参 如 :了 癌 接 
证 明 

推导 出 来 的 [ 演 远 出 来 的 ] 命题 (Deri- 
ved [dednced) statement), 114 

理 蓟 (下 heory) [学 科 (discipline), 科学 

“(science)] , 湖 兄 : 演 竺 的 理 葵 ,数学 

， 理 苍 , 科学 理 葵 , 芍 束 变 项 的 理 葡 (一 
of apparent variables), 参见 ; 区 项 
演算 ; 类 的 理论 (一 一 classes), 65—66, 
67,69; 演 渤 理 葵 ( 一 一 deduction); 参 
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见 ， 语句 演 章 ， 群 输 (一 一 groups)， 
105，161; 辣 一 理论 (一 ~-identity)， 
51- 一 52，53; [( 屠 辑 】 类 型 理 询 (一 一 
[一 一 logicali] types)，71,213; 证 明 
请 (一 一 proof7，134; “性 质 喻 ”(“ 一 
一 properties”), 69; 关 亲 的 理 葵 (一 
—relations), 84—85,118,158, 197; 
集合 栈 (一 一 sets), 参见 : 一 般 集合 论 
康 受 (G. Cantor),66 
常 项 〈Constant)，i, 2 一 5, 15; 参见 : 渤 
联 常 项 《Logical constant)， 数 学 党 
数 (Mathematical constant); “ 常 
数 ” (Constant number)，“ 常 量 ” 
(Constant quantity),?,97 

”看 数 (Imaginary number),1: 

还 辑 〈Logic?，xviii 一 xxiv， 15 一 16， 
74,105 一 106, 128, 131,133 “党 棱 科 
学 的 还 元 ” (一 of deductive scien- 

ces")，xxii“ 炎 验 科学 的 还 辑 ”( “一 
of empirical sciences”), xxii 

还 辑 斯 带 (Logistic)， 参 见 : 数理 深 幅 

迎 幅 积 的 因子 (Factor of a logical 
product)， 参 几 : 合 取 式 的 元 素 ; 数 的 

! 积 的 因子 (一 a product of num- 


bers),204; 相对 积 的 因子 (一 一 a re-- 


lative product), 159 
”加 辑 和 的 被 加 项 (Sumrmand of a logi- 
cal sum)， 参 号， 析 取 式 的 元 素 ; 数 


《被 加 数 ) 的 和 (一 一 a sum of num- 


bers),148, 161 


胃 的 类 (Closed class), 160; 胃 落 句 采 


航 (Closed systems of sentences)， 
168-—168 
假 变 项 (Apparent variable), 参见 ; 约 
. 束 变 项 


假 应 名 (False sentence)，6, 17 一 18， 


33—40, 130, 165, 170 


Tr or TE 6 


引 


假 言 三 段 沦 (Hypothetical syllogism), 
参见 ; 假 避 三 中 葵 定 律 

基本 命题 (Primitive statement), 参 
上 册 : 公理 ; 基本 【不 定义 的 ] 词 项 (一 
fandefiined]term(s)7 [符号 (一 sym- 
bol (s)7] ，T13 一 115, 140—141, 144, 
147, 185, 187,192—193, 195,198, 200 
一 201, 203，205，207 一 208 


更 代 洪 加 (Modern logic), 参见 : 数理 


还 丘 
荣 布 尼 兹 (G. W. Leibniz), 16, 53 


, 汪 布 尼 莹 定律 (Leibniz's law), 53,59 一 


60,69 

“混合 的 * 关 条 (“Mixed” relation), 85 

部 分 CPart) [ 竺 正 子 类 (Proper sub— ， 
class)3 ， 72,73, 102 


sorted statement (assertion, law, 
statement]) )1, 114, 129 


十 二 面 


量 (Quantity), 参见 , “常量 ", “变量 * 


量 阐 (Quantifier(s)), 7—8, 13, 133 . 

集合 (Set(s)),65 

费 罗 (Philo of Megara),24 

等 于 (Equal toy, 52,54, 55; 参 遇 : 同一， 
小 于 或 等 于 

等 式 (Equation) ,27,59,157,168 

等 式 的 一 方 (Side of an equation), 不 
等 式 的 一 方 (一 一 一 inequality),157， 
168; 等 值 式 的 一 方 (一 eniva- 
lence), ?9 

等 式 的 左 方 〈Lett side of an equa- 
tion), 不 等 式 的 左 方 (一 一 一 一 inequ- . 
ality), 157; 等 值 式 的 左 方 (一 二 一 一 
equivalence),29 . 


等 数 的 [相等 的 ] 类 (Equinumerous 


et Pe en ed pe ee 





这 





(equivalenf] cldsses), 77,93,102 
等 值 ( 作 为 关 玉 的 范 暑 的), (Equivalen~ 
ce [as a category of relations)) 

93; 等 值 式 (作为 医 铅 的 范 暑 的 (一 一 

一 Senternces] ), 29—30,145 
等 数 的 类 ; 相等 的 数 (了 quivalent num- 

bers), 120; 相等 的 语句 《一 sen- 


tences) ,29 一 30,50; 等 式 和 不 等 式 的 


等 价 变 换 (~transformation of 
equations and inequalities)、 戎 见 : 
等 式 和 不 等 式 的 等 价 变 换 定律 

i 涛 环 (Circle), 参见 : 乱 环 定义 

: 洗 环 定义 CVicious circle in defini~ 
tion)，32, 78, 114 《恶性 循环 ); 循环 
证 肯 ( 一 一 一 proof7,33 

征 尔 丝 ( 开 . Scholz), 215 

| 因 接 证 朋 (Indirect proof，[ 问 搁 推 葵 
(一 inference, 一 mode of inferend 
ce), 归 敢 证 明 (Proof by reductio a- 

~ absurdum)], 150, 166, 170 

渐 多 中 学 派 (Stoic School), 24 

顽 站 一 个 序列 (Establish an order)、 
94; 建立 了 一 个 一 一 对 应 【以 一 一 对 
应 的 方式 把 … 有 映射 在 …] (一 a one- 


to-one correspondence [map in a 


one-to-one manner}, 101—109, 
十 三 画 

办 (Zero), 172, 203, 205 一 207 

” 揭 (QJ. W. Young),213 

才 CGroup(s)) 159 一 161; 又 参见 , 阿 具 
尔 群 : 

i 以 CNumber(s)) (实数 (real 一 )),1--9， 
58—59, 66，78，98 一 -99，125，193 一 
196; 数 纺 (一 line), 175 一 176; 一 个 类 
的 元 束 的 数 (--of elements of a 
class), 参 忆 :一 个 类 的 基数 





和 
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数学 (Mathematics),xviii 一 xxi， xxiii, 
1, 11， 25 一 26， 27， 51,98—100,105， 113 
—1l4—116,1°94, 198, 913 
数 的 商 ‘Quotient of ntnbers),173 
数 … 的 差 〈 从 数 … 减 去 数 … 的 结果 ) 
CDifference of (result of subtrac- 
ting) rumbers), 171 


” 数 的 厂 法 (Subtraction of numbers)， 


171, 174 

数值 常 项 (Numerical constant), 4; 数 
的 量 前 (一 auantifier),61, 62 

数学 的 概念 CMathematical concept)， 
数学 的 常 项 (-- constant), 数学 的 语 
词 《一 term), 1, 15, 61, 124， 数理 温 
辐 ( 吏 代 . 演 积 .新 ,符号 肖 辑 ; 潍 辑 斯 
蒂 】 ( —logic (contemporary, mo- 
dern, deductive, new, symbolic lo- . 
gic; logistic)), XvViii, xx, XXIV, 18— - 
16, 28, 115, 129,218, 214 一 216; 数学 
的 证 明 (数学 的 推理 ] (一 proof [一 
reasoning) )，11,25, 51, 106,128: 数 
学 符号 (一 symbol)，2, 59 一 -60,78， 
116,119,148,154,157, 171—172, 200 
一 201; 数学 的 定理 (一 theorem), 1， 
7, 11, 26, 27, 48, 51, 59; 数学 理 葵 (一 
theory ) (数学 学 科 ， 数 学 科学 】 (一 
theory [一 discipline， 一 science]); 
115 一 116, 124, 128 一 129, 160 

数理 沙 辑 的 目录 (Bibliography of 
mathematical logic),216 

意义 (Meaning)，25,30, 92,113--115， 
128 | ” ， 

路 易 士 〈C. I. Lewis),25, 212; 路 易 十 
与 兰 福 德 (--and Langford7,212 . 


”路 加 西 蕉 契 (J. Lukasiewiczy, 16, 134 


新 其 避 (New logic), 戎 见 : 数理 潍 粗 
解析 儿 L 何 (Analytic geometry), 125 


各 
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黎 窗 的 关 末 ‘Dense relation)，201 一 
202 

称 窗 地 有 序 交 换 群 (Densely ordered 
Abelian group),202 


十 .四 画 

算术 (Aritbmetic) 1,4,58 一 59,76,78 
—79, 115—116, 195, 132, 192—194, 
209; 实数 算术 ,人 (一 of real numbers)， 
147, 200,212 

算术 上 的 相等 〔 数 与 数 之 间 的 相等 )， 
(Arithmetical equality fequality 
of numbers] ),59 

豪 伯 (K. F. Hauber), 167 

府 伯 定律 (Hauber’s law)， 滩 见 : 阴 疾 
句 系统 

演 章 (Calculus)， 参 见 : 话 句 演算 (Sen-~ 
tential calculus)， 类 的 运算 (Calcu- 
lus of classes), 66, 71,74, 76, 82、 
87, 135, 137 一 138; 量 宰 演算 (Cal- 
culus of quantifiers), 参 见 . 丁 项 演 


算 ; 关 采 的 运算 (Calcalus of rela- 


tions), 84,87,89——90, 111 

注入 (Deduction)， 参 齿 : 语句 稼 算 ; 
旗 雄 出 来 的 命题 (Deduction of a 
statement), 参 岂 : 推导 出 来 的 命题 ; 
演 炊 定理 (Deduction theorem), 参 
上 见 . 演 称 法 定律 - - 

莹 笠 屠 辑 (Deductive logic), 戎 见 ; 数理 
潜 幅 ; 演 标 方法 (Deductive method), 
113, 115，213; 演 构 的 理 莘 (Dequc- 
tive theory) [ 演 继 学 科 (Deductive 


discipline)， 演 释 科 学 (Deductive 


science)], 113, 115—116, 125, 146, 
184,199 

演 稳 出 来 的 命题 . (Deduced state- 
ment), 参 兄 ; 推导 出 来 的 命题 





骂 


演 积 奉 [ 学 方法 基 (Methodology of de- 
ductive sciences) [数学 方法 论 ( 一 一 
mathermatics)), xix, xx, xxiii, 113, 
122—123, 133, 134, 212—213; 卸 脸 科 
学 的 方法 论 (一 一 empirical Scien- 
CeS)，XXii- 一 XXjii 

演 笃 科学 的 形式 的 特性 (Formal cha- 

.Tacter of deductive science) (数学 
移 形 式 的 特性 (一 一 mathema- 
tics)] ，121，124，128; 形式 获 汪 (一 
implication (implication iD- 一 mea- 
ning) ),23 一 24; 形式 有 系统 (一 systermy)， 
124 

注 足 一 个 族 名 画 项 (Satisfy a senten- 
tial function〉》[ 满 足 一 个 条 件 {一 & 
condition)] ,3,，6, 12, 61 一 62, 67， 
70; 86, 119, 121 

入 ( 理 粮 ] (Line [straight line]), 101， 

“175; 炉 段 (一 Segment), 参见 :入 眉 

入 段 (Segment) (和 线 (line)] ,101,116-- 

117,126,138 
概念 〈Concept), 参见 : 愤 厚 概念 , 数学 
的 概念 , 方 浴 葵 的 概念 
十 五 画 

麻 根 (De Morgan), 50, 84 

器 根 定 律 (De Morgan’s law), 50, 双 
参见 : 类 的 理 葵 方面 的 杂 根 定律 

花 数 (Integer),77, 132, 194 

“ 摹 状 阅 ” (“Description”*), 参 好 : 指示 
词 (Designation) 


幕 状 鹉 项 (Descriptive function), 贿 


见 ， 指示 西 项 
十 七 夯 
虐 德 鳃 (R. Dedekind), 501 
典 德 鱼 公 理 (Dedekind’s axiom), 参 





案 引 | 269 








见 : 违 棱 性 公理 42 一 44, 167, 170 
十 九 画 形式 车 国 〈 一 in formal meaning)， 


参 齿 : 演 香 科学 的 形式 的 特性 实质 箱 
徐 本 (Imply),26 一 28,41 图 (一 in material meaning), 参见 ， 
蕉 商 式 [条 件 语句 ) (Implication (con- 实质 姥 画 (Material 一 ) 

ditional sentence] ),20 一 26,28, 38， 





译 首 后 记 


诺尔 斯 其 (1902 一 , 原籍 波兰 , 1945 年 人 美国 矫 ) 的 《 退 业 与 演 

烃 科学 方法 沦 导 鹏 》, 是 一 本 磊 为 流行 的 数理 水 辑 信 门 书 。 1936 年 
以 波兰 文 出 版 。1937. 年 泽 成 德 文 ,1940 年 又 滩 成 英文 , 在 1946 年 
的 英 交 削 本 中 ,著者 又 作 了 一 些小 的 修改 。 1948 年 又 还 成 俄 文 .我 
个 这 个 译本 ,是 根据 1946 年 英文 刘 本 改 出 的 。 俄 文 痢 本 中 ， 有 一 
个 长 序 , 对 本 书 内 容 作 了 鲜 价 ! 井 附 有 机 辑 部 的 注 移 我 们 也 一 ， 
并 辟 出 , 供 访 者 参考 ， : 
”本 书 第 一 章 至 第 五 章 ， 是 周 礼 到 翻译 的 。 第 大 章 ， 是 峰 允 全 
翻 亚 的 。 第 七 章 至 第 十 章 ， 是 受 成 书 翻 放 的 。 基 中 部 分 衣 稿 公 由 
硕 寿 观 校 订 过 。 序 首 和 来 引 是 承 商务 印 书馆 央 辑 部 协助 翻译 往 制 
的 。 : 
” 俄 训 本 的 序 首 , 是 胺 成 书 翻 译 ， 俄 治本 狂 尾 部 的 注 和 中 是 部 
| 英 盔 绎 的 ， 县 成 书 校订 的 ， 


到 者 “1963 年 4 月 


